
位相空間論Ａ（第 4回小テスト・2008/07/11）

各問 10点 (問 [1]–[25])

次の問の中から，各自適当な (=勉強してきた)問題を選んで解答せよ．(100点以上もカウント)

順番通りに解く必要はない．また，解こうとする問より以前の問は (示せたとして)使ってよい．

*印は定義のみを答える問題 (サービス問題)

[1]* (点列の収束) 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
Aの点列 {xn}n∈Nが α ∈ Xに収束するとは？その定義を書け．

[2] (連続写像と点列の関係) 距離空間 (X, d), (X ′, d′), 部分集合A ⊂ Xの点列 {xn}n∈Nに対して，
f : X → X ′が連続写像のとき， lim

i→∞
xi = α =⇒ lim

i→∞
f(xi) = f(α)を示せ．

[3] (集積点の点列的表現) 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，次を示せ：
点 xがAd ⇐⇒ (i) {xn |n ∈ N} ⊂ A − {x}, (ii) lim

n→∞
xn = xを満たす {xn}n∈Nが存在する．

[4] (閉集合の点列的表現) 距離空間 (X, d)，部分集合 F ⊂ Xに対して，次を示せ：
F ⊂ Xが閉集合 ⇐⇒ F の点列 {xn}n∈Nが xに収束すれば x ∈ F .

[5] (触点の点列的表現) 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，次を示せ：
x ∈ A ⇐⇒ xに収束するAの点列 {xn}n∈Nが存在する．

[6] (R2, d2)の点列 {xn}n∈Nを xn =
( 1√

n
cos

nπ

8
,

1√
n

sin
nπ

8

)
によって定める．

(1) 点列 {xn}n∈Nの第 16項までを図示せよ，

(2) 点列 {xn}n∈Nは原点 (0, 0)に収束することを示せ．

また，ε = 1/1000のとき，収束の定義のN はどの位大きくとる必要があるか？

[7]* (Aの直径, AとBの間の距離) 距離空間 (X, d)，部分集合A, B ⊂ X (A,B 6= ∅)に対して，A
の直径 δ(A)とは？その定義を書け．また， AとBの間の距離 d(A,B)の定義を書け．

[8]* (有界) 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，Aが有界とは？その定義を書け．
また，点列 {xn}n∈Nが有界の定義を書け．

[9]* (部分距離空間) 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，(A, dA)が (X, d)の部分距離空
間であるとは？その定義を書け．

[10] (部分距離空間の開集合, 閉集合) 部分距離空間 (A, dA) ⊂ (X, d)，部分集合 B ⊂ A ⊂ X に
対して，(定義から)点 a ∈ Aの (A, dA)における ε-近傍 BdA

(a; ε)は，(X, d)における ε-近傍
Bd(a; ε)に対し，BdA

(a; ε) = Bd(a; ε) ∩ Aとなる．さらに，以下を示せ：
(1) U ′が (A, dA)の開集合 ⇐⇒ ∃U ∈ Od(X) s.t. U ′ = U ∩ A,
(2) F ′が (A, dA)の閉集合 ⇐⇒ ∃F ∈ Ad(X) s.t. F ′ = F ∩ A.

[11] (閉集合と完備性の関係)
完備距離空間 (X, d)，部分距離空間 (A, dA) ⊂ (X, d)に対して，次を示せ：
(A, dA)は完備 ⇐⇒ AはXの閉集合．
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[12]* (点列コンパクト)
距離空間 (X, d)に対して，部分集合A ⊂ Xが点列コンパクトとは？その定義を書け．

[13]* (被覆, 開被覆)
距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，Aの被覆とは？その定義を書け．
また，Aの開被覆の定義を書け．

[14]* (コンパクト)
距離空間 (X, d)に対して，部分集合A ⊂ Xがコンパクトとは？その定義を書け．

[15] 距離空間 (X, d)，コンパクト集合A ⊂ Xに対して，次を示せ：
部分集合B ⊂ Aが閉集合=⇒ Bはコンパクト．

[16] 距離空間 (X, d)に対して，次を示せ：A ⊂ Xはコンパクト=⇒ Aは有界閉集合．

[17] (Bolzano-Weierstrassの定理 (集積点定理))
距離空間 (X, d)，コンパクト集合A ⊂ Xに対して，次を示せ：
B ⊂ Aは無限部分集合=⇒ Bは少なくとも 1つ集積点をもつ．

[18] 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，次を示せ：
Aはコンパクト=⇒ Aは点列コンパクト．

[19]* (全有界) 距離空間 (X, d)に対して，部分集合A ⊂ Xが全有界であるとは？その定義を書け．

[20] 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，次を示せ：Aは全有界=⇒ Aは有界．

[21] (Rn, d2)，部分集合A ⊂ Rnに対して，次を示せ：Aは全有界 ⇐⇒ Aは有界．

[22]* (非連結) 距離空間 (X, d)に対して, 部分集合A ⊂ Xが非連結とは？その定義を書け．

[23]* (連結) 距離空間 (X, d)に対して，部分集合A ⊂ Xが連結とは？その定義を書け．
(ヒント　問 [22]の非連結を使って定義してよい)

[24] (開かつ閉集合) 距離空間 (X, d)に対して，次を示せ：
Xは連結 ⇐⇒ Xの部分集合で開集合かつ閉集合となるものはXと ∅のみ．

[25] (離散距離空間の開集合と閉集合)
離散距離空間 (X, d0)の任意の部分集合は開集合かつ閉集合であることを示せ．
(ヒント１： X上の離散距離 d0は，∀x, y ∈ Xに対して，次で定義されていたのだった．)

d0(x, y) :=

{
0, (x = y のとき),

1, (x 6= y のとき).

(ヒント２： A ⊂ Xが閉集合 ⇐⇒ Ad ⊂ Aを思い出す．)
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