
位相空間論Ａ（第 3回小テスト解答・2008/07/11）1

各問 10点 (200点満点)

[1] 空でない集合Xに対し，直積集合X × X上の実数値関数 d : X × X → Rが次の 3つの条件
(D1),(D2),(D3)を満たすとき，dをX上の距離 (関数)という．
(D1) ∀x, y ∈ Xに対して，d(x, y) ≥ 0であり，また d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = yが成り立つ．
(D2) ∀x, y ∈ Xに対して，d(x, y) = d(y, x)が成り立つ．
(D3) ∀x, y, z ∈ Xに対して，d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)が成り立つ．

[2] 距離空間 (X, d)に対して，部分集合 U ⊂ XがXの開集合であるとは，
∀x ∈ U に対して，∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ U が成り立つことをいう．
部分集合 F ⊂ Xは補集合 F cがXの開集合であるとき，Xの閉集合という．

[3] 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
(i) 点 x ∈ XがAの内点とは，∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ A が成り立つこと．
(ii) 点 x ∈ XがAの外点とは，∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ Ac が成り立つこと．
(iii) 点 x ∈ XがAの内点でも外点でもない場合，Aの境界点という．

[4] (i) AはXの開集合 def⇐⇒ ∀x ∈ Aに対して，∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ A ⇐⇒ A ⊂ Ai．
定義から，いつもAi ⊂ Aであるから，A ⊂ Ai ⇐⇒ A = Aiを得る．
(ii) x ∈ Ai =⇒ x ∈ Biを示せばよい．
x ∈ Ai =⇒ ∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ A ⊂ B ( ...© 仮定よりA ⊂ B) =⇒ x ∈ Bi.

[5] (⊂) 定義から任意の部分集合A ⊂ Xに対して，Ai ⊂ A. よって (Ai)i ⊂ Ai.
(⊃) x ∈ Ai =⇒ x ∈ (Ai)i ⇐⇒ ∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ Aiを示せばよい．
x ∈ Ai =⇒ ∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ Aである．このとき，∀y ∈ B(x; ε)に対し，ε′ ≤ ε − d(x, y)
なる ε′ ∈ Rをとれば，B(y; ε′) ⊂ B(x; ε) ⊂ Aとなり，y ∈ Ai. よって，B(x; ε) ⊂ Ai.

[6] U ⊂ X ; 開集合に対し，U ⊂ A =⇒ U ⊂ Aiを示せばよい．
x ∈ U とすると，∃ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ U ⊂ A ( ...© 仮定より) =⇒ x ∈ Ai．よって，U ⊂ Ai.

[7] (⊂) A ∩ B ⊂ A, A ∩ B ⊂ B より，(A ∩ B)i ⊂ Ai, (A ∩ B)i ⊂ Bi ( ...© 問 [4](ii)より
A ⊂ B =⇒ Ai ⊂ Bi). よって，(A ∩ B)i ⊂ Ai ∩ Bi.
(⊃) Ai ⊂ A, Bi ⊂ Bより，Ai ∩ Bi ⊂ A ∩ B. (問 [6]より) (A ∩ B)iはA ∩ Bに含まれる最大
の開集合であり，Ai ∩ Biは開集合であるから (A ∩ B)i ⊃ Ai ∩ Bi.

[8] 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
(i) 点 x ∈ XがAの触点とは，∀ε > 0に対して，B(x; ε) ∩ A 6= ∅ が成り立つこと．
(ii) 点 x ∈ XがAの集積点とは，∀ε > 0に対して，B(x; ε) ∩ (A − {x}) 6= ∅ が成り立つこと．
(iii) 点 x ∈ XがAの孤立点とは，∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ∩ A = {x} が成り立つこと．

[9] Aの閉包A
def⇐⇒ Aの触点全体の集合．Aの導集合Ad def⇐⇒ Aの集積点全体の集合．

[10] (Ki) ∅ = Xc = (X i)c ( ...© 補題) = Xc ( ...© (Ii)) = ∅,
(Kii) A = ((Ac)i)c ( ...© 補題) ⊂ (Ac)c ( ...© (Iii)) = A,
(Kiii) A ∪ B = (((A ∪ B)c)i)c ( ...© 補題) = ((Ac ∩ Bc)i)c = ((Ac)i ∩ (Bc)i)c ( ...© (Iiii))

= ((Ac)i)c ∪ ((Bc)i)c = A ∪ B ( ...© 補題),

(Kiv) A = (({((Ac)i)c}c)i)c ( ...© 補題) = ({({(Ac)i}c)c}i)c

= ({(Ac)i}i)c = ((Ac)i)c ( ...© (Iiv)) = A ( ...© 補題).

[11] (A ∪ B)i 6= Ai ∪ Bi となる例．(R, d2)において，閉区間 A = [−1, 0], B = [0, 1]をとれば，
(A∪B)i = ([−1, 1])i = (−1, 1)．しかし，Ai = (−1, 0), Bi = (0,−1)よりAi∪Bi = (−1, 1)−{0}
となり，(A ∪ B)i 6= Ai ∪ Biである．
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[12] ∀x ∈ Rに対して，B(x; ε) = (x − ε, x + ε)は有理数も無理数も含んでいる (有理数・無理数
の稠密性)．つまり，B(x; ε) ∩ Q 6= ∅かつB(x; ε) ∩ Qc 6= ∅であり，x ∈ Qf を得る．よって，
Qf = Rとなる．R = Qi ∪ Qe ∪ Qf (直和)より，Qi = Qe = ∅も分かる．

[13] Ai = ∅, Ae = R − (A ∪ {0}), Af = X ∪ {0}, A = A ∪ {0}, Ad = {0}, {Aの孤立点 } = A.

[14] (背理法) x ∈ X をAの集積点とする．いま，∃ε′ > 0 s.t. B(x; ε′) ∩ Aは有限集合，を仮定す
れば，δ := min

{
d(x, b)

∣∣ b ∈
(
(B(x; ε′) ∩A)− {x}

)}
が存在する．そこで，ε′′ ≤ δなる ε′′ ∈ R

をとれば，B(x; ε′′) ∩ (A − {x}) = ∅．これは，xがAの集積点であることに矛盾する．

[15] Aの点列 {xn}n∈Nがコーシー列
def⇐⇒ ∀ε > 0に対して，∃N ∈ N s.t. ∀m,n ∈ Nに対して，m,n ≥ N =⇒ d(xm, xn) < ε.
また，距離空間 (X, d)において，任意のコーシー列が収束するときXは完備であるという．

[16] 各 k = 1, . . . , nに対して，dkはXk上の距離であり，距離の公理 (D1),(D2),(D3)を満たす．
よって，∀x, y ∈ X に対して，d×(x, y) ≥ 0であり，d×(x, y) = 0 ⇐⇒ k = 1, . . . , nに対し
て，dk(xk, yk) = 0 ⇐⇒ k = 1, . . . , nに対して，xk = yk ( ...© dk(xk, yk) = 0 ⇐⇒ xk = yk)
⇐⇒ k = 1, . . . , nに対して，xk = yk ⇐⇒ x = y. よって，(D1)を満たす．(D2)もk = 1, . . . , n
に対して，dk(xk, yk) = dk(yk, xk)であることからOK．
(D3)は，ak := dk(xk, yk), bk := dk(yk, zk), ck := dk(xk, zk)とおけば，

√∑n
k=1 c2

k ≤
√∑n

k=1 a2
k+√∑n

k=1 b2
k と書ける．今，各 dk の三角不等式より ck ≤ ak + bk が成り立ち，

√∑n
k=1 c2

k ≤√∑n
k=1(ak + bk)2であるので，Minkowskiの不等式

√∑n
k=1(ak + bk)2 ≤

√∑n
k=1 a2

k+
√∑n

k=1 b2
k

と合わせれば，(D3)を得る．

[17] まず，(i) ⇐⇒ 実数列 {d×(xi, α)}i∈Nは 0に収束 ⇐⇒ limi→∞ d×(xi, α) = 0,

(ii) ⇐⇒ 実数列 {dk(x
(k)
i , αk)}i∈Nは 0に収束 ⇐⇒ limi→∞ dk(x

(k)
i , αk) = 0, に注意する．

(i) =⇒ (ii). 各 k = 1, . . . , nに対して，dk(x
(k)
i , αk) =

√
dk(x

(k)
i , αk)2 ≤

√∑n
k=1 dk(x

(k)
i , αk)2 =

d×(xi, α)が成り立つので，limi→∞ d×(xi, α) = 0より，limi→∞ dk(x
(k)
i , αk) = 0を得る．

(ii) =⇒ (i). (ii)を仮定すると，実数列 {dk(x
(k)
i , αk)}i∈Nは 0に収束する．よって，∃mk ∈ N

s.t. ∀i ∈ N, i ≥ mk =⇒ dk(x
(k)
i , αk) < ε/

√
n. ここで，M := max{m1, . . . , mn}とすれば，

∀i ∈ N, i ≥ M =⇒ d×(xi, α) =

√∑n
k=1 dk(x

(k)
i , αk)2 <

√
n · ( ε√

n
)2 = ε. よって，実数列

{d×(xi, α)}i∈Nは 0に収束し，上記注意から (i)が従う．

[18] X = X1×· · ·×Xnの点列{xi}i∈N, xi = (x
(1)
i , . . . , x

(n)
i )をコーシー列とする．すなわち，∀ε > 0に

対して，∃N ∈ N s.t. ∀m,n ∈ Nに対して，m,n ≥ N =⇒ d×(xm, xn) < ε. ここで，k = 1, . . . , n

に対して，dk(x
(k)
n , x

(k)
m ) =

√
dk(x

(k)
n , x

(k)
m )2 ≤

√∑n
k=1 dk(x

(k)
n , x

(k)
m )2 = d×(xn, xm) < εより，各

{x(k)
i }i∈Nはコーシー列となる．よって，各Xkの完備性から，各 {x(k)

i }i∈Nは収束し，定理 3か
ら {xi}i∈Nは収束する．よって，Xは完備である．

[19] (i) =⇒ (ii). ∀a ∈ f−1(U)に対して，f(a) ∈ U であり，U ∈ Od′(X
′)より，∃ε > 0 s.t.

Bd′(f(a); ε) ⊂ U . ここで仮定 (i)から，f は連続だから，この ε > 0に対して，∃δ > 0 s.t.
f(Bd(a; δ)) ⊂ Bd′(f(a); ε). よって，f(Bd(a; δ)) ⊂ U であり，Bd(a; δ) ⊂ f−1(U). これより，
f−1(U)はXの開集合．
(ii) =⇒ (i). ∀a ∈ X, ∀ε > 0に対して，Bd′(f(a); ε) ∈ Od′(X

′)である．ここで，仮定 (ii)よ
り，f−1(Bd′(f(a); ε)) ∈ Od(X). よって，∃δ > 0 s.t. Bd(a; δ) ⊂ f−1(Bd′(f(a); ε)). つまり，
f(Bd(a; δ)) ⊂ Bd′(f(a); ε)を得る．

[20] (i) =⇒ (iii). F ∈ Ad′(X
′) =⇒ f−1(F c) ∈ Od(X) ( ...© 前問 [19] (i) =⇒ (ii)). これより，

f−1(F c) = f−1(X ′ − F ) = X − f−1(F ) はXの開集合であり，f−1(F )はXの閉集合．
(iii) =⇒ (i). U ∈ Od′(X

′)に対して，仮定 (iii)より，f−1(X ′−U) = X − f−1(U) ∈ Ad(X). こ
れより，f−1(U)はXの開集合となる．すなわち，(iii)=⇒(ii)が示された．よって，前問 [19]
の (ii) =⇒ (i)と合わせれば，(iii) =⇒ (i)を得る．
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