
位相空間論Ａ（第 4回小テスト解答・2008/07/16）1

各問 10点 (250点満点)

[1]* (点列の収束) 距離空間 (X, d), 部分集合A ⊂ Xに対して，
A ⊂ Xの点列 {xn}n∈Nが α ∈ Xに収束する

def⇐⇒ ∀ε > 0に対して，∃N ∈ N s.t. ∀n ∈ Nに対して，n ≥ N =⇒ d(xn, α) < ε
⇐⇒ ∀ε > 0に対して，∃N ∈ N s.t. ∀n ∈ Nに対して，n ≥ N =⇒ xn ∈ B(α; ε).
(n ≥ N の代わりに，n > N でもよい)

[2] fは連続写像より，∀ε > 0に対して，∃δ > 0 s.t. f(Bd(α; δ)) ⊂ Bd′(f(a); ε). また，limi→∞ xi =
αより，上の δに対して，∃N ∈ R s.t. ∀k ∈ Nに対して，k ≥ N =⇒ xk ∈ Bd(α; δ). すなわち，
k ≥ N =⇒ f(xk) ⊂ Bd′(f(a; ε))であり，これは limi→∞ f(xi) = f(α)を示している．

[3] (=⇒) x ∈ Ad =⇒ ε = 1/nに対して，B(s; 1/n) ∩ (A − {x}) =: Sn 6= ∅. 各 nに対して，
xn ∈ Snをとり，点列 {xn}n∈Nを定めれば条件 (i)を満たす．また，アルキメデスの原理から，

d(x, xn) <
1

n
→ 0 (n → ∞)であるので，点列 {xn}n∈Nは (ii)も満たす．

(⇐=) (i), (ii)を満たす点列 {xn}n∈Nに対して，B(x; ε)は x以外の {xn |n ∈ N}と交わるので，
x ∈ Adとなる．

[4] (=⇒) F ∈ Ad(X), limn→∞ xn = xと x 6∈ F = F を仮定し，矛盾を導く．
∀ε > 0に対して，∃N ∈ N s.t. n ≥ N =⇒ xn ∈ B(x; ε)である．よって，xn ∈ B(x; ε)で x 6∈ F
より，x ∈ F dとなる．よって，x ∈ F d ⊂ F となる矛盾．
(⇐=) 前問 [3]より，y ∈ F d =⇒ (i) {yn |n ∈ N} ⊂ A − {y}, (ii) lim

n→∞
yn = yを満たす点列

{yn}n∈Nが存在し，仮定から y ∈ F．これは F d ⊂ F を表しており，すなわち F = F である．

[5] (=⇒) x ∈ Aとする．A = A∪Adより，x ∈ Aのときは一点くり返し型点列 {x, x, . . .}の極限，
x ∈ Adのときは，問 [3]より，ある点列 {xn}n∈Nの極限となる．
(⇐=) {xn |n ∈ N} ⊂ Aかつ limn→∞ xn = xより，{xn |n ∈ N} ⊂ Aでもあり，前問 [4]を
F = Aに対して適用すれば，x ∈ Aを得る．
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(2) ∀ε > 0に対して，N > 1/ε2なるN ∈ Nをとれば，n ≥ N なる任意の n ∈ Nに対して，
d2(0, xn) = d2((0, 0), xn) =

1√
n
≤ 1√

N
< ε となる．よって，limn→∞ xn = 0 = (0, 0)を得る．

ε = 1/1000のとき，上記のN は 106 + 1 = 1000001以上にとればよい (収束の定義として，等
号なしの n > N を採用した場合には，N = 106 = 1000000以上).
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[7]* (Aの直径, AとBの間の距離) 距離空間 (X, d), 部分集合A,B ⊂ Xに対して，
Aの直径 δ(A) := sup{d(x, y) |x, y ∈ A},
AとBの間の距離 d(A,B) := inf{d(x, y) |x ∈ A, y ∈ B}．

[8]* (有界) 距離空間 (X, d), 部分集合A ⊂ Xに対して，
Aが有界 def⇐⇒ 直径 δ(A) < ∞,

点列 {xn}n∈Nが有界
def⇐⇒ 集合 {xn | n ∈ N}が有界.

[9]* (部分距離空間) 距離空間 (X, d), 部分集合A ⊂ Xに対して，
A上の距離を a, b ∈ Aに対して，dA(a, b) := d(a, b)として定めたとき，
(A, dA)を (X, d)の部分距離空間という．

[10] (1) (=⇒) U ′ ∈ OdA
(A) =⇒ ∀x ∈ U ′ に対して，∃ε > 0 s.t. BdA

(x; ε) ⊂ U ′. また，U ′ =∪
x∈U ′ BdA

(x; ε′)である．よって，U :=
∪

x∈U ′ Bd(x; ε′)とおけば，U ′ =
∪

x∈U ′ BdA
(x; ε′) =∪

x∈U ′(Bd(x; ε′) ∩ A) =
(∪

x∈U ′ Bd(x; ε′)
)
∩ A = U ∩ A.

(⇐=) U ′ = U ∩ A =⇒ ∀x ∈ B に対して，∃ε > 0 s.t. Bd(x; ε) ⊂ U . よって，BdA
(x; ε) =

Bd(x; ε) ∩ A ⊂ U ∩ A = B.

(2) (=⇒) (1)より，F ′ ∈ AdA
(A) ⇐⇒ A−F ′ ∈ OdA

(A)
(1)⇐⇒ ∃U ∈ Od(X) s.t. A−F ′ = U∩A.

よって，(A, dA)の中では F ′ = U c ∩ Aであるから，F = U cとすればよい．
(⇐=) F ∈ Ad(X)に対して，F ′ = F ∩ Aとすると，(A, dA)のなかではA − F ′ = A ∩ F cであ
る．F c ∈ Od(X)であるから，(1)よりA − F c ∈ OdA

(A)すなわち，F ′ ∈ AdA
(A)を得る.

[11] 問 [4]より [A ⊂ Xが閉集合 ⇐⇒ Aの点列 {xn}n∈Nが x ∈ Xに収束すれば x ∈ A] — 1© に
注意する.
(=⇒) Aの点列 {xn}n∈Nをとり，Xの点列とみて x ∈ Xに収束するとする．収束列はコーシー
列であるから，{xn}n∈NはXのコーシー列であり，またAのコーシー列でもある．仮定より，
(A, dA)は完備であるから {xn}n∈Nは収束し，x ∈ A. よって 1©よりA ⊂ Xは閉集合.
(⇐=) Aの任意のコーシー列は，Xのコーシー列とみれば，ある x ∈ Xに収束する ( ...© Xは
完備)．よって 1©より，x ∈ Aであり，(A, dA)は完備．

[12]* (点列コンパクト) 距離空間 (X, d), 部分集合A ⊂ Xに対して，
Aの任意の点列がAの点に収束する部分列をもつとき，Aを点列コンパクトという．

[13]* (被覆, 開被覆) 距離空間 (X, d), 部分集合A ⊂ Xに対して，
A ⊂

∪
λ∈Λ Uλを満たすXの部分集合族C = {Uλ |λ ∈ Λ}をAの被覆という．

特に，開集合からなるAの被覆をAの開被覆という．

[14]* (コンパクト) 距離空間 (X, d), 部分集合A ⊂ Xに対して，
任意のAの開被覆が有限部分被覆をもつとき，Aはコンパクトであるという．

[15] B ⊂ C :=
∪

λ∈Λ Uλを開被覆とする．B ∈ Ad(X)より，C∗ := C ∪BcはAの開被覆であり，A
がコンパクトであることから，有限部分被覆A ⊂

∪m
i=1 ∃Ui ⊂ C∗がとれる．いまBc ∩ B = ∅

であり，B ⊂
∪m

i=1 Ui − Bc ⊂ CはCの有限部分被覆である．

[16] (Aは有界) ある点 x ∈ Aに対して，C := {Bd(x; i) | i ∈ N}はAの開被覆である ( ...© ∀a ∈ Aに
対して，∃i ∈ N s.t. d(x, a) < d(x, i) ∈ R；(Rの)アルキメデスの原理)．Aはコンパクトより，
有限部分被覆A ⊂ ∃C∗ ⊂ Cがとれる．よって，∃k ∈ N s.t. A ⊂ B(a; k)よりAは有界．

(Aは閉集合) Acが開集合を示す．∀y ∈ Acに対して，C∗ :=
{

B∗
(
y,

1

i

)c ∣∣∣ i ∈ N
}
はAの開被

覆, (但し，B∗(y, ε) := B(y, ε)；閉球). Aはコンパクトより，有限部分被覆A ⊂ ∃C ′ ⊂ C∗が

存在して，特に，∃k ∈ N s.t. A ⊂ B∗
(
y,

1

k

)c

となる．よって，Ac ⊃ B∗
(
y,

1

k

)
⊃ B

(
y,

1

k

)
と

なり，y ∈ (Ac)i．すなわち，AcはXの開集合である．
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[17] (背理法) Bは集積点を持たない=⇒ ∀a ∈ Aに対して，∃εa > 0 s.t. B(a; εa) ∩ (B − {a}) = ∅.
また，この εaに対して，C := {B(a; εa) | a ∈ A}は Aの開被覆となる．いま，Aはコンパク
トより，∃a1, . . . , an ∈ A s.t. A ⊂

∪n
i=1 B(ai; εai

)であるが，各B(ai; εai
)に含まれるBの点は

高々1点 aiである．よって，B ⊂ {a1, . . . , an}となり，Bが無限集合であることに矛盾する．

[18] Aの点列 {xn}n∈Nが α ∈ Aに収束する部分列を持つことを示す．1点くり返し型点列は，収束
する部分列を持つので，{xn}n∈Nは無限型，すなわちB := {xn |n ∈ N}は無限集合としてよ
い．すると，前問 [17]によって，Bの集積点 α ∈ Xが存在する．このとき，α ∈ Xに収束す

る {xn}n∈Nの部分列 {xin}n∈Nを次のように作る：各 n ∈ Nに対して，Bn := B
(
α;

1

n

)
∩ B 6= ∅

なので，xin ∈ Bnを (有限個の x1, . . . , xin−1 を避けて) in−1 < inとなるようにとれば，部分列

{xin}n∈Nは α ∈ Xに収束する ( ...© d(α, xin) <
1

n
→ 0 (n → ∞) ；アルキメデスの原理)．ここ

でAはコンパクトだから，特に閉集合 ( ...© 問 [16])であり，閉集合Aの点列が α ∈ Xに収束
すれば，α ∈ Aである ( ...© 問 [4])．よって，Aは点列コンパクト．

[19]* (全有界) 距離空間 (X, d), 部分集合A ⊂ Xに対して，
Aが全有界であるとは，任意の ε > 0に対して，Aの有限被覆A ⊂

∪m
i=1 Ui で，δ(Ui) < ε (各

Uiの直径が ε未満)となるものがとれることをいう．

[20] Aは全有界であるので，∃B1, . . . , Bm s.t. A ⊂
∪m

i=1 Bi, δ(Bi) < 1. また，一般に δ(A ∪ B) ≤
δ(A)+δ(B)+d(A, B)が成り立つ ( ...©直感からは明らかなことであるが，実際，以下の様に示せ
る：x, y ∈ A∪Bに対して，(x, y ∈ Aまたはx, y ∈ Bのときは明らかによいので) x ∈ A, y ∈ Bと
する．いま，∀a ∈ A, ∀b ∈ Bに対して，d(x, y) ≤ d(x, a)+d(a, b)+d(b, y) ≤ δ(A)+d(a, b)+δ(B)
が成り立ち，よって，d(x, y) ≤ δ(A) + inf{d(a, b)}+ δ(B) = δ(A) + d(A,B) + δ(B)を得る．)
よって，δ(A) ≤ δ(

∪m
i=1 Bi) ≤

∑m
i=1 δ(Bi) +

∑
i6=j d(Bi, Bj) < ∞であり，Aは有界.

[21] (=⇒) 前問 [20]よりOK.
(⇐=) Aは有界=⇒ A ⊂ C := ∃[a1, b1] × · · · × ∃[an, bn]．ここで，∀ε > 0に対して，一辺の長

さが
ε√
n
より小さくなるように Cを細分すれば，各直方体の直径は

√
n ·

( ε√
n

)2

= ε以下と

なる．

[22]* (非連結) 距離空間 (X, d), 部分集合A ⊂ Xに対して，
次の 3つの条件を満たす開集合 U , V が存在するとき，Aは非連結であるという：
(DC1) A ⊂ U ∪ V , (DC2) U ∩ V = ∅, (DC3) U ∩ A 6= ∅かつ V ∩ A 6= ∅.

[23]* (連結) 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
Aが非連結でないとき，Aを連結であるという．

[24] 対偶をとって，
[Xは非連結 ⇐⇒ A ⊂ X, A 6= X, A 6= ∅なる開集合かつ閉集合A が存在する]
を示す．
(=⇒) (DC1), (DC2)より，U = X − V , V = X − U であり，U , V は共に閉集合．
また，(DC3)より，U 6= ∅, V 6= ∅なので U 6= Xかつ V 6= Xでもある．
(⇐=) U ⊂ Xを開集合かつ閉集合で，U 6= ∅, U 6= Xとする．このとき，V := X − U はXの
開集合でU と V はXを分離する (すなわち，非連結の定義 (DC1),(DC2),(DC3)を満たす開集
合である)．よって，Xは非連結．

[25] 任意の部分集合A ⊂ Xに対して，A ⊂ Xは閉集合 ⇐⇒ Ad ⊂ Aであった．しかし，∀x ∈ X

はAの集積点にはなり得ない ( ...© B
(
x;

1

2

)
は xのみを含む)．よって，Ad = ∅よりA ⊂ Xは

閉集合である．また，同様に，(Ac)d = ∅であるので，Ac ⊂ Xは閉集合となり，Aは開集合で
もある．

3


