
位相空間論Ａ（第 1回小テスト解答・2008/05/02）1

各小問 20点 (200点満点)

[1] 空でない集合Xに対し，直積集合X × X上の実数値関数 d : X × X → Rが次の 3つの条件
(D1),(D2),(D3)を満たすとき，dをX上の距離 (関数)という．
(D1) ∀x, y ∈ Xに対して，d(x, y) ≥ 0であり，また d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = yが成り立つ．
(D2) ∀x, y ∈ Xに対して，d(x, y) = d(y, x)が成り立つ．
(D3) ∀x, y, z ∈ Xに対して，d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)が成り立つ．

[2] 例えば，任意の x, y ∈ Xに対して，

d(x, y) :=

{
0, (x = y のとき),√

2, (x 6= y のとき),

とすればよい．

[3] d2が距離 (関数)の定義 (D1),(D2),(D3)を満たすことを言えばよい．
(D1) 定義から，d2(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + · · · + (xn − yn)2 ≥ 0.

また，d2(x, y) = 0 ⇐⇒ (x1 − y1)
2 + · · · + (xn − yn)2 = 0 ⇐⇒ (x1 − y1)

2 = 0, . . . , (xn − yn)2 =
0 ⇐⇒ x1 = y1, . . . xn = yn ⇐⇒ x = yより，(D1)を満たす．
(D2) d2(x, y) =

√
(x1 − y1)2 + · · · + (xn − yn)2 =

√
(y1 − x1)2 + · · · + (yn − xn)2 = d2(y, x).

(D3) ai := xi − yi, bi := yi − zi, (i = 1, . . . , n)とおく．このとき，√∑n
i=1(ai + bi)2 ≤

√∑n
i=1 a2

i +
√∑n

i=1 b2
i — 1©

を示せばよい ( 1©はMinkowski (ミンコフスキー)の不等式とも呼ばれる)．
1©の両辺は 0以上であるので，両辺を 2乗して，

1©⇐⇒
∑n

i=1(ai + bi)
2 ≤

∑n
i=1 a2

i + 2
√∑n

i=1 a2
i

√∑n
i=1 b2

i +
∑n

i=1 b2
i

⇐⇒
∑n

i=1 aibi ≤
√∑n

i=1 a2
i

√∑n
i=1 b2

i — 2©
を得る．よって， 2©を示せばよい．
2©が成り立つことは，シュワルツの不等式から，任意の実数 a1, . . . , an, b1, . . . , bn に対して，(∑n

i=1 aibi

)2

≤
(∑n

i=1 a2
i

)(∑n
i=1 b2

i

)
=⇒

∑n
i=1 aibi ≤

√∑n
i=1 a2

i

√∑n
i=1 b2

i として得られる．

よって， 2©が成り立ち (D3)が示された．

注意．最後の式の逆は成り立たない．逆を成り立たせる為には，(∑n
i=1 aibi

)2

≤
(∑n

i=1 a2
i

)(∑n
i=1 b2

i

)
⇐⇒ |

∑n
i=1 aibi| ≤

√∑n
i=1 a2

i

√∑n
i=1 b2

i

とする必要がある (右辺をシュワルツの不等式と呼ぶこともある)．

[4] d0が距離 (関数)の定義 (D1),(D2),(D3)を満たすことを言えばよい．
(D1) 定義より，d0(x, y) ≥ 0であり，d0(x, y) = 0 ⇐⇒ x = yもよい．
(D2) x = yのとき，d0(x, y) = 0 = d0(y, x). x 6= yのとき，d0(x, y) = 1 = d0(y, x).
(D3) 背理法によって示す．x, y, z ∈ Xに対して，d0(x, z) > d0(x, y) + d0(y, z)が成り立つと仮
定する．これは，d0(x, z) = 1かつ d0(x, y) = d0(y, z) = 0のときであるが，これは x 6= zかつ
x = y = zを表しているので矛盾する．よって (D3)は成り立つ．

[5] d1が距離 (関数)の定義 (D1),(D2),(D3)を満たすことを言えばよい．
(D1) 定義から，d1(x, y) = |x1 − y1| + · · · + |xn − yn| ≥ 0.
また，d1(x, y) = 0 ⇐⇒ |x1 − y1|+ · · ·+ |xn − yn| = 0 ⇐⇒ |x1 − y1| = 0, . . . , |xn − yn| = 0 ⇐⇒
x1 = y1, . . . xn = yn ⇐⇒ x = yより，(D1)を満たす．

1Web版 (得点分布等の一部情報を削除)

1




	testans4-1-web
	2008年06月11日19時34分42秒

