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定義 1 (非連結，連結でない (disconnected))．
距離空間 (X, d), 部分集合A ⊂ Xに対して，次の 3つの条件を満たす開集合U , V が存在するとき，
Aは連結でないまたは非連結 (不連結)であるという (U , V はAを分離する開集合と呼ばれる)：
(DC1) A ⊂ U ∪ V , (DC2) U ∩ V = ∅, (DC3) U ∩ A 6= ∅かつ V ∩ A 6= ∅.
定義 2 (連結 (connected))．
距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，Aが非連結でないとき，連結であるという．

命題 3．距離空間 (X, d)に対して, (i) 1点集合 {a} ⊂ Xは連結, (ii) 2点集合 {a, b} ⊂ Xは非連結.

定理 4 (開かつ閉集合)． 距離空間 (X, d)に対して，次が成り立つ：
(i) Xは連結 ⇐⇒ Xの部分集合で開集合かつ閉集合となるものはXと ∅のみ,
(ii) Xは非連結 ⇐⇒ Xと ∅以外に開集合かつ閉集合となるXの部分集合が存在．

例 5 (離散距離空間の開集合と閉集合)．
離散距離空間 (X, d0)の任意の部分集合は開集合かつ閉集合．特に，(X, d0)は非連結である．

命題 6． 距離空間 (X, d)に対して，部分集合A ⊂ Xが連結かつA ⊂ B ⊂ A =⇒ Bは連結．

命題 7． 距離空間 (X, d), (X ′, d′)に対して，f : X → X ′を連続写像とする．
このとき，部分集合A ⊂ Xは連結=⇒ f(A) ⊂ X ′は連結．

命題 8． 距離空間 (X, d)に対して，{Aλ |λ ∈ Λ}をXの連結な部分集合族とする．∩
λ∈Λ Aλ 6= ∅ =⇒和集合

∪
λ∈Λ Aλは連結．

定理 9 (Rは連結)．Rは連結である．

系 10 (Rの開区間，閉区間は連結)． Rの開区間 (a, b)，閉区間 [a, b]は連結．

定義 11 (連結成分 (connected component))．距離空間 (X, d)の点 x ∈ Xに対して，xを含むX
の連結集合の全体 {Aλ |λ ∈ Λ}の和集合C(x) :=

∪
λ∈Λ Aλを点 xを含む連結成分という．

定理 12． 距離空間 (X, d)に対して，次が成り立つ：
(i) 点 x ∈ Xに対して，C(x)は xを含むXの最大の連結集合，
(ii) 点 x, y ∈ Xに対して，C(x) ∩ C(y) 6= ∅ ⇐⇒ C(x) = C(y).

注意 13．定理 12より，C(x) = C(y)なるとき，x ∼ yとすれば，∼はX上の同値関係を与え，Xの
類別X =

∪
C(x), X/∼= {C(x) |x ∈ X} がおこる．Xが連結 ⇐⇒ ∀x ∈ X に対してC(x) = X.

定義 14 (完全不連結 (totally disconnected))． 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，各
点 a ∈ Aの連結成分が全て一点集合である (つまり任意の a ∈ Aに対して，C(a) = {a}となる)と
き，Aを完全不連結という．

命題 15．ユークリッド空間 (R, d2)に対して，Z ⊂ Rは完全不連結．

定義 16 (道 (path))．距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，閉区間 [0, 1] ⊂ Rから部分距離
空間 (A, dA) ⊂ (X, d)への連続写像 f : [0, 1] → AをAにおける道 (path)，点 f(0)をその始点，点
f(1)をその終点という．また，このときAの 2点 f(0)と f(1)は道 f によって結ばれるという．

定義 17 (弧状連結 (path-connected))． 距離空間 (X, d)の部分空間 (A, dA) ⊂ (X, d)は，Aの任
意の 2点が道によって結ばれるとき，弧状連結であるという．

命題 18． 距離空間 (X, d), (X ′, d′)に対して，f : X → X ′を連続写像とする．
このとき，部分集合A ⊂ Xは弧状連結=⇒ f(A) ⊂ X ′は弧状連結．

命題 19． 距離空間 (X, d)に対して，{Aλ |λ ∈ Λ}をXの弧状連結な部分集合族とする．∩
λ∈Λ Aλ 6= ∅ =⇒和集合

∪
λ∈Λ Aλは弧状連結．

命題 20． 距離空間 (X, d)に対して，Xは弧状連結=⇒ Xは連結．

[1] 例 5を示せ．(ヒント A ⊂ Xが閉集合 ⇐⇒ Ad ⊂ A)

[2] (R, d2)に対して，有理数全体Q ⊂ R，無理数全体Qc ⊂ Rはともに非連結であることを示せ．
さらには，(より強く)完全不連結であることを示せ． (ヒント　有理数 (無理数)の稠密性)

[3] 命題 20の逆は，一般には成り立たないことを示せ．(ヒント 反例を具体的に挙げる)
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