
位相空間論Ａ（第 13回・2008/07/11）[第 12回の補足]

定義 1 (非連結，連結でない (disconnected))．
距離空間 (X, d), 部分集合A ⊂ Xに対して，次の 3つの条件を満たす開集合U , V が存在するとき，
Aは連結でないまたは非連結 (不連結)であるという (U , V はAを分離する開集合と呼ばれる)：
(DC1) A ⊂ U ∪ V , (DC2) U ∩ V = ∅, (DC3) U ∩ A 6= ∅かつ V ∩ A 6= ∅.
定義 2 (連結 (connected))．
距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，Aが非連結でないとき，連結であるという．

命題 3．距離空間 (X, d)に対して, (i) 1点集合 {a} ⊂ Xは連結, (ii) 2点集合 {a, b} ⊂ Xは非連結.

証明
(i) Xの任意の開集合U, V (6= ∅)が (DC1) {a} ⊂ U ∪V かつ (DC2) U ∩V = ∅を満たすとき，(DC3)
U ∩ A 6= ∅かつ V ∩ A 6= ∅を満たさないことを言えばよい．
(DC1)より，a ∈ U ∪ V で a ∈ U または a ∈ V .
(DC2)より，a ∈ U =⇒ a 6∈ V , a ∈ V =⇒ a 6∈ V .
よって，(DC3) U ∩ {a} 6= ∅かつ V ∩ {a} 6= ∅を満たすことはない
(ii) ε := d(a, b)，U := B(a; ε/2), V := B(b; ε/2)とおけば，(DC1),(DC2),(DC3)を満たしている．

定理 4 (開かつ閉集合)． 距離空間 (X, d)に対して，次が成り立つ：
(i) Xは連結 ⇐⇒ Xの部分集合で開集合かつ閉集合となるものはXと ∅のみ,
(ii) Xは非連結 ⇐⇒ Xと ∅以外に開集合かつ閉集合となるXの部分集合が存在．

証明
(i) ⇐⇒ (ii)であるので，(ii)の方を示す．
(=⇒) (DC1), (DC2)より，U = X − V , V = X − U であり，U , V は共に閉集合．
また，(DC3)より，U 6= ∅, V 6= ∅なので U 6= Xかつ V 6= Xでもある．
(⇐=) U ⊂ Xを開集合かつ閉集合で，U 6= ∅, U 6= Xとする．このとき，V = X −U はXの開集合
で U と V はXを分離する．よって，Xは非連結である．

例 5 (離散距離空間の開集合と閉集合)．
離散距離空間 (X, d0)の任意の部分集合は開集合かつ閉集合．特に，(X, d0)は非連結である．

証明

任意の部分集合A ⊂ Xに対して，A ⊂ Xは閉集合 ⇐⇒ Ad ⊂ Aであった．しかし，∀x ∈ XはA
の集積点にはなり得ない ( ...© B(x; 1/2)は xのみを含む)．よって，Ad = ∅よりA ⊂ Xは閉集合で
ある．また，同様に，(Ac)d = ∅より，Ac ⊂ Xは閉集合であるから，Aは開集合でもある．

命題 6． 距離空間 (X, d)に対して，部分集合A ⊂ Xが連結かつA ⊂ B ⊂ A =⇒ Bは連結．

証明
対偶を示す．Bが非連結=⇒ ∃U , V ;開集合 s.t. U , V はBを分離する=⇒(DC3)より，∃x ∈ U ∩B．
ここで，B ⊂ Aより x ∈ A．よって，xに収束する点列 {xi}i∈Nが存在する．このとき，∃ε > 0 s.t.
B(x; ε) ⊂ U =⇒ xi → x (i → ∞)．この ε > 0に対して，∃N ∈ N s.t. ∀k ∈ N, k > N =⇒ d(xk, x) <
ε．いま，xk ∈ B(x; ε) ⊂ UよりU ∩A 6= ∅, xk ∈ U ∩Aである．よって，V ∩A 6= ∅であり，同様に
V ∩ A 6= ∅．さらには，A ⊂ BよりA ⊂ U ∪ V だから，U と V はAを分離する開集合である．

命題 7． 距離空間 (X, d), (X ′, d′)に対して，f : X → X ′を連続写像とする．
このとき，部分集合A ⊂ Xは連結=⇒ f(A) ⊂ X ′は連結．

証明
対偶を示す．f(A) ⊂ X ′が非連結=⇒ U , V ⊂ X ′;開集合が存在して，f(A)を分離する=⇒ U0 :=
f−1(U), V0 := f−1(V )はXの開集合で ( ...© f は連続)，∀α ∈ Aに対して，f(a) ∈ f(A) ⊂ U ∪ V よ
り，a ∈ f−1(U ∪ V ) = f−1(U) ∪ f−1(V ) = U0 ∪ V0．よって，(DC1) A ⊂ U0 ∪ V0が成り立つ．
また，∃x ∈ U0 ∩ V0 =⇒ f(x) ∈ U ∩ V 6= ∅となり，U , V に対する (DC2)に反する．よって，(DC2)
U0 ∩ V0 = ∅も成立する．
さらに，f(A) ∩ U 6= ∅より，∃b ∈ f(A) ∩ U であり，b ∈ f(A)から ∃a ∈ A s.t. f(a) = b ∈ U を得
る．これより，a ∈ U0でA ∩ U0 6= ∅．同様に，A ∩ V0 6= ∅ であり，U0, V0は (DC3)を満たす．
以上より，U0, V0はAを分離する開集合である．
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命題 8． 距離空間 (X, d)に対して，{Aλ |λ ∈ Λ}をXの連結な部分集合族とする．∩
λ∈Λ Aλ 6= ∅ =⇒和集合

∪
λ∈Λ Aλは連結．

証明
(背理法) A :=

∪
λ∈Λ Aλが非連結を仮定して，矛盾を導く．

Aが非連結=⇒ Aを分離する開集合U , V が存在する．よって，a ∈
∩

λ∈Λ Aλ(6= ∅)を選び，a ∈ A ⊂
U ∪V でU ∩V 6= ∅より a ∈ Uと仮定してよい．各 λ ∈ Λに対して，a ∈ Aλ ∩UよりAλ ∩U 6= ∅で
ある．もし，∃µ ∈ Λ s.t. Aµ ∩ V 6= ∅ならば U, V はAµを分離する開集合でありAµの連結性に反
する．よって，各 λ ∈ ΛについてAλ ∩ V = ∅である．しかし，これは V ∩ A 6= ∅に矛盾する．
定理 9 (Rは連結)．Rは連結である．

証明
(背理法) Rが非連結=⇒ Rを分離する開集合 U , V が存在する；
R = U ∪ V , U ∩ V = ∅, U 6= ∅, V 6= ∅．
いま，a ∈ U をとりB = {x ∈ R | (x, a] ⊂ U}, C = {x ∈ R | [a, x) ⊂ U} とおくと，B 6= ∅, C 6= ∅．
sup Cと inf Bが両方ない=⇒ U = Rで V 6= ∅に反する．よって，∃c = sup C．このとき，c 6∈ V
(...© c ∈ V =⇒ ∃δ > 0 s.t. (c− δ, c + δ) ⊂ V かつ (c− δ, c + δ)∩U = ∅.一方，sup C = cより ∀ε > 0
に対して，(c − ε, c + ε) ∩ U 6= ∅より矛盾)．
また，c 6∈ U (...© c ∈ U =⇒ [a, c) ⊂ Uであり，∃δ > 0 s.t. [a, c+ δ) ⊂ U .これは，cが上限に反する)．
以上より，c 6∈ U ∪ V であるが，これはR = U ∪ V に矛盾する．よって，Rは連結．

系 10 (Rの開区間，閉区間は連結)． Rの開区間 (a, b)，閉区間 [a, b]は連結．

証明

f : R → Rを f(x) =
b − a

π
tan−1 x +

a + b

2
とすれば，f は連続で，−π

2
≤ tan−1(x) ≤ π

2
より，

a ≤ f(x) ≤ b．命題 7より，f(R) = (a, b)は連結で，命題 6より [a, b] = (a, b)も連結．

定義 11 (連結成分 (connected component))．距離空間 (X, d)の点 x ∈ Xに対して，xを含むX
の連結集合の全体 {Aλ |λ ∈ Λ}の和集合C(x) :=

∪
λ∈Λ Aλを点 xを含む連結成分という．

定理 12． 距離空間 (X, d)に対して，次が成り立つ：
(i) 点 x ∈ Xに対して，C(x)は xを含むXの最大の連結集合，
(ii) 点 x, y ∈ Xに対して，C(x) ∩ C(y) 6= ∅ ⇐⇒ C(x) = C(y).

証明
(i) x ∈ C(x)であり，命題 8より，C(x) =

∪
λ∈Λ Aλは連結．また，B ⊂ X は連結かつ x ∈ B =⇒

B ⊂ C(x)も成り立つ.
(ii) (=⇒) C(x)∩C(y) 6= ∅ =⇒ C(x)∪C(y)は連結 ( ...©命題8)．(i)より，C(x) = C(x)∪C(y) = C(y)
となる．(⇐=) 明らか．

注意 13．定理 12より，C(x) = C(y)なるとき，x ∼ yとすれば，∼はX上の同値関係を与え，Xの
類別X =

∪
C(x), X/∼= {C(x) |x ∈ X} がおこる．Xが連結 ⇐⇒ ∀x ∈ X に対してC(x) = X.

定義 14 (完全不連結 (totally disconnected))． 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，各
点 a ∈ Aの連結成分が全て一点集合である (つまり任意の a ∈ Aに対して，C(a) = {a}となる)と
き，Aを完全不連結という．

命題 15．ユークリッド空間 (R, d2)に対して，Z ⊂ Rは完全不連結．

証明
m,n ∈ Z, (m < n)とし，m,nを含むZの部分集合をMとする．a = m+1/2とすれば，m < a < nか
つa ∈ Zcである．いま，U = (−∞, a), V = (a,∞)とすれば，U , V はRの開集合であり，M ⊂ U∪V ,
U ∩ V = ∅, m ∈ M ∩ U 6= ∅, n ∈ M ∩ V 6= ∅を満たす．よって，U と V はM を分離する開集合で
あり，M は非連結である．Zの 2点を含むようなZの部分集合は全て非連結であるから，任意の点
m ∈ Zの連結成分は 1点集合 {m}である．すなわち，Zは完全不連結．
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定義 16 (道 (path))．距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，閉区間 [0, 1] ⊂ Rから部分距離
空間 (A, dA) ⊂ (X, d)への連続写像 f : [0, 1] → AをAにおける道 (path)，点 f(0)をその始点，点
f(1)をその終点という．また，このときAの 2点 f(0)と f(1)は道 f によって結ばれるという．

定義 17 (弧状連結 (path-connected))． 距離空間 (X, d)の部分空間 (A, dA) ⊂ (X, d)は，Aの任
意の 2点が道によって結ばれるとき，弧状連結であるという．

命題 18． 距離空間 (X, d), (X ′, d′)に対して，f : X → X ′を連続写像とする．
このとき，部分集合A ⊂ Xは弧状連結=⇒ f(A) ⊂ X ′は弧状連結．

証明
x, y ∈ f(A)に対して，∃a, b ∈ A s.t. f(a) = x, f(b) = y．Aは弧状連結より，∃道 g : [0, 1] → A,
g(0) = a, g(1) = b. このとき，合成写像 f ◦ g : [0, 1] → f(A)は連続 ( ...© Rの場合と同様，定義から
示せる)で，(f ◦ g)(0) = f(g(0)) = f(a) = x, (f ◦ g)(1) = f(g(1)) = f(b) = y. つまり，f ◦ gは xと
yを結ぶ道である．

命題 19． 距離空間 (X, d)に対して，{Aλ |λ ∈ Λ}をXの弧状連結な部分集合族とする．∩
λ∈Λ Aλ 6= ∅ =⇒和集合

∪
λ∈Λ Aλは弧状連結．

証明
a ∈

∩
λ∈Λを選ぶと，∀λ ∈ Λ,∀x, y ∈ Aλに対し，aと x，aと yはAλ の道で結ばれる (← 各自，な

ぜか考える!)．よって，∀x, y ∈ AはAの道で結ばれる．

命題 20． 距離空間 (X, d)に対して，Xは弧状連結=⇒ Xは連結．

証明
ある a ∈ Xをとる．∀x ∈ Xに対して，∃道 f : [0, 1] → X, f(0) = a, f(1) = b. 系 10より，[0,1]は連
結であり，命題 7より f([0, 1])は連結 (...© fは連続). よって，a, x ∈ f([0, 1])に対して，C(a) = C(x).
ここで，x ∈ Xは任意だったのでC(a) = Xとなる．

[2] (R, d2)に対して，有理数全体Q ⊂ R，無理数全体Qc ⊂ Rはともに非連結であることを示せ．さ
らには，(より強く)完全不連結であることを示せ． (ヒント　有理数 (無理数)の稠密性)

証明
命題 15と同様，∀m,n ∈ Q, (m < n)に対して，m,nを同時に含む部分集合M は非連結を示す．無
理数の稠密性から ∃a ∈ Qc s.t. m < a < nである．U = (−∞, a), V = (a,∞)とすれば，U , V はR
の開集合であり，M ⊂ U ∪V , U ∩V = ∅, m ∈ M ∩U 6= ∅, n ∈ M ∩V 6= ∅を満たす．すなわちUと
V はM を分離する開集合となる．Qの 2点を含むようなQの部分集合は全て非連結となり，任意
の点m ∈ Qの連結成分は 1点集合 {m}，すなわちQは完全不連結である．Qcについても同様．

[3] 命題 20の逆は，一般には成り立たないことを示せ．(ヒント 反例を具体的に挙げる)

証明

2次元ユークリッド空間 (R2, d2)の部分距離空間 (A, dA) ⊂ (R2, d2)を次のように定める：
B = {(0, y) | 0 < y ≤ 1}, C = {x, 0) | 0 < x ≤ 1}, An = {( 1

n
, y) | 0 ≤ y ≤ 1}, (n ∈ N)に対して，

A := B ∪ C ∪
(∪

n∈N

An

)
このとき，Aは連結であるが，弧状連結ではない．

...© Cn := C ∪ Anは弧状連結で，よって連結である ( ...© 命題 20)．∩
n∈N Cn ⊃ Cかつ

∩
n∈N Cn 6= ∅より，命題 19 (命題 8)から

∪
n∈N Cn = C ∪

(∪
n∈N An

)
は弧状連結．

よって，連結でもある ( ...© 命題 20)．

ここで，C ∪
(∪

n∈N An

)
⊂ A ⊂ C ∪

(∪
n∈N An

)
であるから，命題 6よりAは連結である．

しかし，(0, 1) ∈ Aと (1, 0) ∈ Aは道では結べない．すなわち，Aは弧状連結ではない．
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