
位相空間論Ａ（第 9回・2008/06/13）
これまで学んできたユークリッド空間 (Rn, d2)における以下の概念は距離空間 (X, d)において

も，ユークリッドの距離 d2の代わりにXの距離 dを用いて，全く同じように定義される．¶
µ

³
´

開球，ε-近傍，開集合，閉集合，内点，外点，境界点，
内部，外部，境界，触点，集積点，孤立点，閉包，導集合

また，ユークリッド空間 (Rn, d2)で成り立っていた定理・命題の多くは，上記概念の定義，集合
論の命題，距離の公理 (D1), (D2), (D3)から証明されていたので，全く同じように証明ができる．
但し，実数の公理は一般に距離空間では成り立たないことに注意する (第 7回 [保存版]参照)．

距離空間 (X, d)における，上述の概念の定義とその性質 (命題，定理)をもう一度書いておく．
(←各自，ユークリッド空間 (Rn, d2)の場合を参考にして証明してみる!)

以下，(X, d)を距離空間とする．

部分集合A ⊂ Xの (Xにおける)補集合 (complement)をAc := X − A (= X\A)とかく．

定義 (開球，開球体，ε-近傍)．点 a ∈ Xと正の実数 r ∈ Rに対し，Bd(a; r) := {x ∈ X | d(x, a) < r}
を (距離 dに関する)点 aを中心とする半径 rの開球 (開球体, open ball)という．特に，Bd(a; ε)を
点 aの ε-近傍 (ε-neighborhood)と呼ぶ．距離 dを省略して，B(a; ε) = Bd(a; ε)とも書く．

定義 (開集合, 閉集合)． 距離空間 (X, d)に対して，部分集合U ⊂ XがXの開集合 (open set)で
あるとは，∀x ∈ U に対して，∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ U が成り立つことをいう．部分集合 F ⊂ Xは
補集合 F cがXの開集合であるとき，Xの閉集合 (closed set)という．

命題 1．∀a ∈ Xに対して，半径 rの開球体B(a; r)とA = {x ∈ X | d(a, x) > ε}はXの開集合．ま
た，半径 rの閉球体B∗(a; r) := {x ∈ X | d(x, a) ≤ r}とB = {x ∈ X | d(a, x) ≥ ε}はXの閉集合．¾

½

»

¼
定義 2 (Xの開集族O，閉集合族A)． 距離空間 (X, d)に対して，
Xの全ての開集合からなる開集合族をOd(X) (または，略してOd, O)，
Xの全ての閉集合からなる閉集合族をAd(X) (または，略してAd, A)と表す．

注意．Oはドイツ文字のO(大文字)，Aはドイツ文字のA(大文字)．開集合 (open set)，閉集合 (closed
set)はドイツ語では offene Menge, abgeschlossene Mengeという (Menge(集合)は女性名詞)．

定理 3 (距離空間 (X, d)の開集合の基本性質)．距離空間 (X, d)に対して，
(Oi) X ∈ Od(X), ∅ ∈ Od(X),
(Oii) U1, U2, . . . , Uk ∈ Od(X) =⇒ U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Uk ∈ Od(X),
(Oiii) Uλ ∈ Od(X), λ ∈ Λ =⇒

∪
λ∈Λ Uλ ∈ Od(X)．

定理 4 (距離空間 (X, d)の閉集合の基本性質)．距離空間 (X, d)に対して，
(Ai) X ∈ Ad(X), ∅ ∈ Ad(X),
(Aii) U1, U2, . . . , Uk ∈ Ad(X) =⇒ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk ∈ Ad(X),
(Aiii) Uλ ∈ Ad(X), λ ∈ Λ =⇒

∩
λ∈Λ Uλ ∈ Ad(X)．

定義 (内点，外点，境界点)． 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
(1) 点 x ∈ XがAの内点 (interior point)とは，∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ A が成り立つこと．
(2) 点 x ∈ XがAの外点 (exterior point)とは，∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ⊂ Ac が成り立つこと．
(3) 点 x ∈ XがAの内点でも外点でもない場合，Aの境界点 (boundary point)という．
すなわち，∀ε > 0に対して，B(x; ε) ∩ A 6= ∅かつB(x; ε) ∩ Ac 6= ∅ が成り立つこと．
定義 (Aの内部，外部，境界)． 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して
(1) Aの内点全体の集合をAの内部 (interior) (または開核)といい，Ai (またはA◦)で表す，
(2) Aの外点全体の集合をAの外部 (exterior)といい，Aeで表す，
(3) Aの境界点全体の集合をAの境界 (frontier, boundary)といい，Af (またはAb)で表す．

注意．(i) 定義からX = Ai ∪ Ae ∪ Af (直和), (ii) x ∈ Af は x ∈ Aも x 6∈ Aもどちらもある．

[1] 命題 1, 定理 3を証明せよ．(ヒント (Rn, d2)の場合と全く同じ．但し，もう図は通用しない (!))

[2] 定理 3と (補集合に対する)ド・モルガンの法則を用いて，定理 4を証明せよ．
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位相空間論Ａ（第 9回・2008/06/13）
定理 5 (開集合の特徴付け)． 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
AがXの開集合 ⇐⇒ Ai = A (Aの点は全てAの内点)．

命題 6． 距離空間 (X, d)，部分集合A,B ⊂ Xに対して，次が成り立つ：
(1) Ai ∈ Odである．さらに，U ∈ Od かつ U ⊂ A =⇒ U ⊂ Ai (AiはAに含まれる最大の開集合),
(2) A ⊂ B =⇒ Ai ⊂ Bi.

定理 7 (内部 (開核)の性質)． 距離空間 (X, d)，部分集合A, B ⊂ Xに対して，次が成り立つ：
(Ii) X i = X,
(Iii) Ai ⊂ A,
(Iiii) (A ∩ B)i = Ai ∩ Bi,
(Iiv) (Ai)i = Ai．

例 8． (1) 部分集合A ⊂ Xに対して，Aの外部Ae = (Ac)iはAcに含まれる最大の開集合．
(2) Aの境界Af = (Ai ∪ Ae)c = (Ai)c ∩ (Ae)cはXの閉集合である．

定義 (触点，集積点，孤立点 (adherent, accumulation, isolated point))．
距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
(1) 点 x ∈ XがAの触点とは，∀ε > 0に対して，B(x; ε) ∩ A 6= ∅ が成り立つこと．
(2) 点 x ∈ XがAの集積点とは，∀ε > 0に対して，B(x; ε) ∩ (A − {x}) 6= ∅ が成り立つこと．
(3) 点 x ∈ XがAの孤立点とは，∃ ε > 0 s.t. B(x; ε) ∩ A = {x} が成り立つこと．
定義 (Aの閉包，導集合)． 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
(1) Aの触点全体の集合をAの閉包 (closure)といい，A (またはAa)で表す.
(2) Aの集積点全体の集合をAの導集合 (derived set)といい，Adで表す.

注意 9． (1) A = (Ae)c = Ai ∪ Af , (2) A ⊂ A, (3) Ad ⊂ Aである．

命題 (閉包の導集合による表現)． 部分集合A ⊂ Xに対して，A = A ∪ Adが成り立つ．
また，Ad 6⊂ Aではあるが，A − Ad = {Aの孤立点 }より，A = Ad ∪ {Aの孤立点 }も成り立つ．º
¹

·
¸

補題 10 (AiとAの双対性 (duality))． 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
(A)c = (Ac)iが成り立つ．これより，特にA = ((Ac)i)c, Ac = (Ai)c, Ai = (Ac)c が成り立つ.

注意．閉包をA = Aaと書けば，Aa = Acic, Ai = Acacとなり覚えやすい．但し，Acic = (((Ac)i)c．
命題 11． 距離空間 (X, d)，部分集合A,B ⊂ Xに対して，次が成り立つ：
(1) A ∈ Adである．さらに，F ∈ Ad かつ A ⊂ F =⇒ A ⊂ F (AはAを含む最小の閉集合),
(2) A ⊂ B =⇒ A ⊂ B.

定理 12 (閉集合の特徴付け)． 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
AがXの閉集合 ⇐⇒ A = A ( ⇐⇒ Af ⊂ A [AはAの境界を含む]) ⇐⇒ Ad ⊂ A.

定理 13 (閉包の性質)． 距離空間 (X, d)，部分集合A,B ⊂ Xに対して，次が成り立つ：
(Ki) ∅ = ∅,
(Kii) A ⊂ A,
(Kiii) A ∪ B = A ∪ B,

(Kiv) A = A．

命題．部分集合A,B ⊂ Xに対して, (1) A ⊂ B =⇒ Ad ⊂ Bd, (2) (A ∪ B)d = Ad ∪ Bd.

注意 14．定理 7 (Iiii)と定理 13 (Kiii)は ∩と ∪を取り替えると，一般には成り立たない．
(ヒント　例えば (R, d2)において，それぞれA = [−1, 0], B = [0, 1]とA = (−1, 0), B = (0, 1)など)

[3] 距離空間 (X, d)において，開球，ε-近傍，開集合，閉集合，内点，外点，境界点，内部，外部，
境界，触点，集積点，孤立点，閉包，導集合とはそれぞれ何か？(定義を書く)．

[4] このページにある，命題・定理をそれぞれ証明せよ．また，例 8, 注意 9, 注意 14を実際に示せ.

[5] (R, d2)において，A = {1/n |n ∈ N}に対して，Ai, Ae, Af , A, Ad, {Aの孤立点 }を求めよ．
[6] 距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，次を示せ： (ヒント　背理法)

x ∈ XがAの集積点 =⇒ ∀ε > 0に対して，B(x; ε)はAの点を無数に含む．

[7] 定理 5, 命題 6, 定理 7に補題 10を適用することで，定理 12, 命題 11, 定理 13をそれぞれ導け．
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位相空間論Ａ（第 9回・2008/06/13）

微分積分学で学んだ実数の集合R = (R, d2)に対する以下の概念を，距離空間 (X, d)に対しても，
ユークリッドの距離 d2の代わりにXの距離 dを用いて，全く同じように定義する．²
±

¯
°実数列 {an}n∈N→点列 {xn}n∈Nとその収束，有界，コーシー列 (基本列)，連続関数 (連続写像)

定義 (Aの点列)．距離空間 (X, d)，部分集合 A ⊂ X に対して，写像 x : N → Aを Aの点列と
いう．通常，像 x(n)を xnとかいて，点列を {xn}n∈Nと表す．点列 {xn}n∈Nにおいて，自然数の列
i1 < i2 < · · · に対する数列 {xin}n∈Nを点列 {xn}n∈Nの部分列という．Rの点列を実数列といった．

定義 (点列の収束)． A ⊂ Xの点列 {xn}n∈Nが α ∈ Xに収束する (converge)
def⇐⇒ ∀ε > 0に対して，∃N ∈ N s.t. ∀n ∈ Nに対して，n ≥ N =⇒ d(xn, α) < ε
⇐⇒ ∀ε > 0に対して，∃N ∈ N s.t. ∀n ∈ Nに対して，n ≥ N =⇒ xn ∈ B(α; ε).
このとき α ∈ Rを点列 {xn}n∈Nの極限 (limit)といい，α = limn→∞ xnとかく．

補題 15．距離空間 (X, d)の点列 {xn}n∈Nが α ∈ Xに収束 ⇐⇒ 実数列 {d(xn, α)}n∈Nが 0に収束．

定義．A ⊂ Xの収束点列{xn}n∈Nに対して，#{xn |n ∈ N} = ∞のとき無限型，#{xn |n ∈ N} < ∞
のとき一点くり返し型という．

定理 16 (集積点の点列的表現)．距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
点 xがAの集積点 ⇐⇒ (i) {xn |n ∈ N} ⊂ A − {x}, (ii) limn→∞ xn = xを満たす {xn}n∈Nが存在
⇐⇒ 点 xはAのある無限型収束点列の極限．

定理 17 (閉集合の点列的表現)．距離空間 (X, d)，部分集合 F ⊂ Xに対して，
F ⊂ Xが閉集合 ⇐⇒ F の点列 {xn}n∈Nが xに収束すれば x ∈ F .

定理 18 (触点の点列的表現)．距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，
x ∈ A ⇐⇒ xに収束するAの点列 {xn}n∈Nが存在．

定義 (Aの直径 (diameter), AとBの間の距離)．距離空間 (X, d)，部分集合A,B ⊂ X (A,B 6= ∅)
に対して，δ(A) := sup{d(x, y) |x, y ∈ A}をAの直径という．
また，d(A,B) := inf{d(x, y) |x ∈ A, y ∈ B}をAとBの間の距離という．

定義 (有界 (bounded))．距離空間 (X, d)，部分集合A ⊂ Xに対して，Aが有界 def⇐⇒ δ(A) < ∞.

また，点列 {xn}n∈Nが有界
def⇐⇒ 集合 {xn | n ∈ N}が有界.

命題．部分集合A ⊂ Xに対して，Aが有界 ⇐⇒ ∀x ∈ Xに対して, ∃ε > 0 s.t. A ⊂ B(x; ε),
点列 {xn}n∈Nが有界 ⇐⇒ ∀x ∈ Xに対して, ∃M > 0 s.t. ∀n ∈ Nに対して，xn ∈ B(x; M).

定義 (Cauchy列, 基本列)． Aの点列 {xn}n∈N がコーシー列 (基本列)
def⇐⇒ ∀ε > 0に対して，

∃N ∈ N s.t. ∀m,n ∈ Nに対して，m,n ≥ N =⇒ d(xm, xn) < ε. (定義から，収束列はコーシー列)

注意．一般に，距離空間ではコーシー列は収束しない (←例えば，A = (Q, d2)やA = (0, 1) ⊂ R)．

定義 (完備)．距離空間 (X, d)において，任意のコーシー列が収束するときXは完備であるという．

定理 (C) (実数の完備性 (completeness))．(R, d2)は完備である． (→第 7回 [保存版]参照)

ユークリッド空間 (Rn, d2)では，次の定理が成り立つ．

定理 19． ユークリッド空間 (Rn, d2)と，部分集合X ⊂ Rnの点列 {xi}i∈Nに対して，各 xiをRnの
座標を用いて xi = (x

(1)
i , x

(2)
i , . . . , x

(n)
i ) ∈ Xとする．このとき，次は同値である：

(i) 点列 {xi}i∈Nは点 α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rnに収束する；
(ii) 各 k = 1, 2, . . . , nに対して，実数列 {x(k)

i }i∈Nは αk ∈ Rに収束する．

定理 19を用いて，Rの場合と同様，Rnに対して以下が示せる．(←各自 (!)レポート自由提出)

定理 20 (テスト範囲外)．A ⊂ Rnの点列 {xn}n∈Nに対して，
(1) 点列 {xn}n∈Nが α ∈ Rnに収束 =⇒ {xn}n∈Nの任意の部分列 {xin}n∈Nも αに収束．
(2) 点列 {xn}n∈Nが収束 =⇒ 点列 {xn}n∈Nはコーシー列=⇒ 点列 {xn}n∈Nは有界．
(3) 点列 {xn}n∈Nがコーシー列かつ部分列 {xin}n∈Nが α ∈ Rnに収束=⇒ 点列 {xn}n∈Nは αに収束.

実数Rの完備性と定理 19を使うことによって，以下が得られる．

定理 21 (Rnの完備性)． ユークリッド空間 (Rn, d2)は完備である．
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ユークリッド空間 (Rn, d2)は集合としてはR2 = R × R, Rm+n = Rm × Rnのように，より小さ
い空間の直積である．定理 19を一般化するために，ここでは逆に 2つの距離空間 (X, dX), (Y, dY )
からその直積集合X × Y に対して距離を入れることを考える．

定義22 (直積距離空間)．n個の距離空間 (X1, d1), . . . , (Xn, dn)に対して，直積集合X = X1×· · ·×Xn

の 2点 x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)の間の距離を

d×(x, y) :=
√

d1(x1, y1)2 + · · · + dn(xn, yn)2

によって定義すれば，(X, d×)は距離空間となる (問 [8])．こうして作られた距離空間 (X, d×)を距
離空間 (X1, d1), . . . , (Xn, dn)の直積距離空間といい，(X, d×) = (X1, d1) × · · · × (Xn, dn)と表す．

例 23． (Rn, d2)は (n個の)直積距離空間 (R1, d2) × · · · × (R1, d2)である (問 [9])．

定理 24 ．直積距離空間 (X, d×) = (X1, d1) × · · · × (Xn, dn)の点列 {xi}i∈Nに対して，各 xiを xi =

(x
(1)
i , x

(2)
i , . . . , x

(n)
i ) ∈ Xとする．このとき，次は同値である：

(i) 点列 {xi}i∈Nは点 α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Xに収束する；
(ii) 各 k = 1, 2, . . . , nに対して，実数列 {x(k)

i }i∈Nは αk ∈ Xkに収束する．

定理 25 (完備距離空間の直積は完備)．
完備な距離空間 (X1, d1), . . . , (Xn, dn)の直積距離空間 (X1, d1) × · · · × (Xn, dn)は完備である．

系 26． ユークリッド空間 (Rn, d2)は完備である．

定義 27 (連続写像 (continuous map))． 距離空間 (X, d)，(X ′, d′)に対して，
写像 f : X → X ′が点 a ∈ Xで連続

def⇐⇒ ∀ε > 0に対して，∃δ > 0 s.t. ∀x ∈ Xに対して，d(x, a) < δ =⇒ d′(f(x), f(a)) < ε
⇐⇒ ∀ε > 0に対して，∃δ > 0 s.t. f(Bd(a; δ)) ⊂ Bd′(f(a); ε).
写像 f : X → X ′が ∀a ∈ Xで連続であるとき，f は (X, d)上で連続である，または (X, d)上の連続
写像という．特に，X ′ = Rのとき f をX上の (実数値)連続関数という．

定理 28 (開集合，閉集合による連続写像の特徴付け)．
距離空間 (X, d)，(X ′, d′)，写像 f : X → X ′に対して次の 3つの条件 (i),(ii),(iii) は同値である：
(i) f はX上の連続写像，
(ii) X ′の任意の開集合 U に対して，f による U の逆像 f−1(U)はXの開集合である;

∀U ∈ Od′(X
′) に対して，f−1(U) ∈ Od(X),

(iii) X ′の任意の閉集合 F に対して，f による F の逆像 f−1(F )はXの閉集合である;

∀F ∈ Ad′(X
′) に対して，f−1(F ) ∈ Ad(X).

[8] (定義 22) (X, d×)が距離空間であることを示せ．

[9] 例 23を確かめよ．

[10] 距離空間 (X, dX), (Y, dY ), (Z, dZ)に対して，写像 f : X → Y , g : Y → Z が連続ならば，
合成写像 g ◦ f : X → Zも連続であることを示せ．

[11] 距離空間 (X, d)に対して, 写像 f : X → Rn, g : X → Rnが連続ならば，
次の写像も連続であることを示せ：
(1) f + g : X → Rn, (f + g)(x) = f(x) + g(x),
(2) cf : X → Rn, (cf)(x) = cf(x),
(3) f · g : X → Rn, (f · g)(x) = f(x)g(x).

[12] (R2, d2)の点列 {xn}n∈Nを xn =
( 1√

n
cos

nπ

8
,

1√
n

sin
nπ

8

)
によって定める．

(1) 点列 {xn}n∈Nの第 16項までを図示せよ，
(2) 点列 {xn}n∈Nは原点 (0, 0)に収束することを示せ．
また，ε = 1/1000のとき，収束の定義のN はどの位大きくとる必要があるか？

[13] R2の点列 {(1/n, 1/n)}n∈Nは (R2, d2), (R2, d1), (R2, d∞), (R2, d0)で収束するか？
もし収束しているときは，その収束先は？

[14] Q ⊂ Rに対して，Qi, Qe, Qf を求めよ．
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