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定義 (同値関係)(教科書 p.112, 参考書 p.27)．集合Xの 2つの元の間に定義された関係∼が，次の
3つの条件を満たすとき，この関係∼を同値関係という．(← 参考書では aRbという記号)
(1) 反射律 a ∼ a (∀a ∈ X),
(2) 対称律 a ∼ b =⇒ b ∼ a (∀a, b ∈ X),
(3) 推移律 a ∼ bかつ b ∼ c =⇒ a ∼ c (∀a, b, c ∈ X).

定義 (同値類)．同値関係∼が定義された集合Xの各元 a ∈ Xに対して，C(a) := {x ∈ X | a ∼ x}
を aを含む同値類といい，aまたは [a]とも表す．同値類C(a)の 1つの元 x ∈ C(a)をとって，xは
C(a)の代表元という．(← aはC(a)の代表元の 1つである)

定義 (類別；クラス分け)． 集合X に対し，次の 3条件を満たすX の部分集合 Ci, (i ∈ I)の集ま
りをXの類別またはクラス分けという：
(1) Ci 6= ∅,
(2) X =

∪
i∈I Ci,

(3) Ci 6= Cj =⇒ Ci

∩
Cj = ∅.

定理．集合Xに同値関係∼を定めると，同値類C(a)によってXの類別が得られる．逆に，Xの
類別が与えられると，「a ∼ b ⇐⇒ aと bは同じ類」によって，Xに同値関係が定義できる．

...© 反射律から a ∈ C(a)であり，C(a) 6= ∅．a ∼ bを仮定すれば，対称律から b ∼ aであり，x ∈ X
に対して，推移律より a ∼ x ⇐⇒ b ∼ xが分かる．これは，C(a) = C(b)を表わしている．また，
a 6∼ bを仮定して，c ∈ C(a) ∩ C(b)とすれば，a ∼ cかつ b ∼ cであり，対称律，推移律より a ∼ b
となり仮定に反する．よって，C(a) ∩ C(b) = ∅であることが分かる．

定義 (商集合)．Xの同値類の集まりを，Xの同値関係∼による商集合といい，

X/ ∼ := {C(a) | a ∈ X} = {a | a ∈ X} = {[a] | a ∈ X} と表す.

• ここで，法mの世界のことを思い出す (p. 14参照).

法mに関して合同．m ∈ Nとする．整数 a, b ∈ Zが法mに関して合同 (congruent)であるとは，
a − bがmで割り切れることと定義し，a ≡ b (mod m)とかく．すなわち，

a ≡ b (mod m) ⇐⇒ m | a − b.

命題 [1]． Zにおける，法mに関して合同という関係 (≡)は，同値関係である．

例 (法mに関する剰余類)．Zの 2つの元a, b ∈ Zに定義された，法mに関して合同a ≡ b (mod m)

という同値関係≡による Zの類別を考える．いま，

a + mZ := {a + mn |n ∈ Z}

と書けば，a + mZ = a = [a]であり，合同≡による類別は

m = 2 ; Z = 2Z ∪ (1 + 2Z), Z = 0 ∪ 1,

m = 3 ; Z = 3Z ∪ (1 + 3Z) + (2 + 3Z), Z = 0 ∪ 1 ∪ 2,

m = 4 ; Z = 4Z ∪ (1 + 4Z) + (2 + 4Z) + (3 + 4Z), Z = 0 ∪ 1 ∪ 2 ∪ 3

のように与えられる．この法mに関して合同という同値関係≡による商集合Z/ ≡ (← Z/ ∼のこ
と)を Z/mZとかく．すなわち，

Z/mZ = {0, 1, . . . , m − 1} = {[0], [1], . . . , [m − 1]}

である．この場合の各類は法mに関する剰余類とも呼ばれる．また，各剰余類から代表元を 1つ
ずつとって作った集合を完全代表系という．たとえば，{0, 1, . . . , m− 1}や {−2,−1, 0, . . . , m− 3}
は完全代表系である．特に，Z/mZと {0, 1, . . . ,m − 1}は 1対 1に対応している．
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例 [2](共役類)．群Gの元 a, b ∈ Gに対して，

a ∼ b ⇐⇒ b = τaτ−1 (∃τ ∈ G)

とすれば，∼は同値関係となる．このとき，∼による同値類を共役類といい，aと bは共役という．

定義 (不変量)．X,Y を集合，∼をX 上の同値関係とする．このとき，写像 π : X → Y が，任意
の x, y ∈ Xに対して，x ∼ y ⇒ π(x) = π(y)をみたすとき，πを∼に関する不変量と呼ぶ．

補題．巡回置換 σ = (i1 · · · ik) ∈ Snと τ =

(
i1 i2 · · · ik
j1 j2 · · · jk

)
∈ Snに対して，

τστ−1 = (τ(i1) τ(i2) · · · τ(ik)) = (j1 j2 · · · jk). (← σの中身を τ で動かしたもの)

定理 (Snの共役な元)．σ, σ′ ∈ Snに対して，

σと σ′は共役 ⇐⇒ σと σ′のサイクル分解は同じ形． (← サイクル分解は p.4参照)

...© σ = (i1 · · · ik) · · · (l1 · · · ls)とする．
(=⇒) σ′ = τστ−1のとき，σ′ = (τ(i1) · · · τ(ik)) · · · (τ(l1) · · · τ(ls))は σと同じ形のサイクル分解．

(⇐=) σ′=(i′1 · · · i′k) · · · (l′1 · · · l′s)と τ =

(
i1 · · · ik · · · l1 · · · ls
i′1 · · · i′k · · · l′1 · · · l′s

)
に対して，σ′ = τστ−1．

(← サイクル分解の形 (型という)が不変量の役割を果たしている (!))

例 (S3, S4の共役類)．• S3の共役類による類別は，

S3 = {1} ∪ {(1 2), (1 3), (2 3)} ∪ {(1 2 3), (1 3 2)} = {1} ∪ [(1 2)] ∪ [(1 2 3)].

それぞれの共役類の位数を等式で表わしてみると (類等式という)， 6 = 1 + 3 + 2となる．
• S4の共役類による類別は，

S4 = {1} ∪ [(1 2)] ∪ [(1 2 3)] ∪ [(1 2)(3 4)] ∪ [(1 2 3 4)]

であり，類等式は 24 = 1 + 6 + 8 + 3 + 6. (← 1つの類に多くの元が入っている事と群の非可換性の
強さには関係がある事を群論で学ぶ，定義から可換群の各共役類には 1つの元しか入っていない)

例 (GLn(R)の共役類)． 群G = GLn(R)での共役を考える．

例えば，A =

(
1 2
0 2

)
と B =

(
1 0
0 2

)
∈ Gは共役である．実際，P =

(
1 2
0 1

)
に対して，

P−1AP = Bを満たしている．(← Q := P−1が存在してQAQ−1 = Bでもある)

補題 [3]．行列A,B ∈ Mn(R)に対して，(1) det(AB) = det(A) det(B), (2) tr(AB) = tr(BA).

命題 [4]．以下は相似 (∼)に関する不変量である:

(1) det : GLn(R) → R, A 7→ det(A), (2) tr : GLn(R) → R, A 7→ tr(A).

...© 補題 [3]より，det(P−1AP ) = det(P−1) det(A) det(P ) = 1
det(P )

det(A) det(P ) = det(A),

tr(P−1AP ) = tr((P−1A)P ) = tr(P (P−1A)) = tr((PP−1)A)) = tr(A). (← 補題 [3]と結合法則)

例． 次の行列 A, B は相似ではない．すなわち，P−1AP = B なる正則行列 P は存在しない：

A =

(
1 2
0 1

)
, B =

(
1 2
0 2

)
. (← det A = 1 6= det B = 2, あるいは trA = 2 6= trB = 3より)Â

Á

¿

À
A ∼ Bのとき，行列AとBは相似ともいい，Aが対角行列と相似のとき対角化可能という．
(← 対角化可能 (共役類に対角行列が入っている)か，対角化できない場合の代表元としてど
のような (対角行列に近い)ものが取れるか (ジョルダン標準形)は，(基底変換に関連する)線
形代数の主題の 1つである．しかし，不変量 detと trだけでは判定できない (不十分である))
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