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[1] (同値関係) 集合Xの 2つの元の間に定義された関係∼が，次の 3つの条件を満たすとき，こ
の関係∼を同値関係という．

(1) 反射律 (∀x ∈ X) ,

(2) 対称律 x ∼ y =⇒ y ∼ x (∀x, y ∈ X),

(3) 推移律 (∀x, y, z ∈ X) .

[2] (同値類)同値関係∼が定義された集合Xの各元 a ∈ Xに対して，

C(a) :=
{ }

を aを含む同値類という．C(a)を または とも表す．

[3] (類別；クラス分け)集合Xに対し，次の 3条件を満たすXの部分集合Ci, (i ∈ I)の集まりを
Xの類別またはクラス分けという：

(1) Ci ̸= ∅, (2) X =
∪

i∈I Ci, (3) .
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定理．集合Xに同値関係∼を定めると，同値類C(a)によってXの類別が得られる．

[4] 集合Xに同値関係∼が定まっているとする．
Xの同値関係∼による同値類の集まり {C(a) | a ∈ X}を， 集合といい，

X/ ∼ := {C(a) | a ∈ X} と表す.

[5] (法mに関して合同) m ∈ Nとする．
整数 a, b ∈ Zが法mに関して合同である (a ≡ b (mod m))とは，次を満たすこと：

a ≡ b (mod m) ⇐⇒

[6] Zにおける，法mに関して合同という関係 (≡)は，同値関係となる．また，この同値関係 (≡)
によるZ/ ≡ (← Z/ ∼のこと)をZ/mZとかく．例えばm = 5のとき，

a+ 5Z := {a+ 5n |n ∈ Z}

と書けば，このa+ 5Zを使って次のように書ける：(←ヒント：#(Z/5Z) = 5, #(a+5Z) =∞)

Z/5Z =
{ }

このときの各 (同値)類 a+ 5Zは法 5に関する剰余類とも呼ばれる．

また，各 (同値)類から 元を 1つずつとって作った集合を完全代表系という．

特に，Z/mZとその完全代表系 {0, 1, . . . ,m− 1}の間には全単射 (1対 1対応)がある．

[7] 群Gの元 a, b ∈ Gに対して，

a ∼ b ⇐⇒ ∃τ ∈ G s.t. b = τaτ−1

とすれば，∼は同値関係となる．このとき，∼による同値類を 類という．


