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• 法mに関する剰余類

a+mZ = {a+mn |n ∈ Z}
= {. . . , a− 2m, a−m, a, a+m, a+ 2m, . . .}
= [a] = a

m個 (a = 0, . . . ,m− 1)からなる集合 (← これは，同値関係≡によるZの商集合Z/ ≡であった)

Z/mZ = {mZ, 1 +mZ, 2 +mZ, . . . , (m− 1) +mZ}
= {[0], [1], [2], . . . , [m− 1]}
= {0, 1, 2, . . . ,m− 1}

を考える．ここで，a+mZ = {a+mn |n ∈ Z} = [a] = aであることに注意する．

• a+ Zは無限集合であり，a+ Z = [a] = aの代表元 aの取り方は無限にある．たとえば，m = 5
のとき，[−7] = [−2] = [3] = [8] = [3 + 5n]となっている．より詳しくは，次が成り立つ．

命題 [1]．次の (1)–(5)は同値である．
(1) a+mZ = b+mZ, (2) −a+b ∈ mZ, (3) b ∈ a+mZ, (4) a ∈ b+mZ, (5) (a+mZ)∩(b+mZ) ̸= ∅.
...⃝ (1)=⇒(2) b ∈ b+mZ = a+mZより ∃n ∈ Z s.t. b = a+mn. よって，−a+ b = mn ∈ mZ.
(2)=⇒(3) ∃n ∈ Z s.t. −a+ b = mnより，b = a+mn ∈ a+mZ,
(3)=⇒(4) ∃n ∈ Z s.t. b = a+mnより，a = b−mn = b+m(−n) ∈ mZ,
(4)=⇒(5) a ∈ b+mZかつ b ∈ b+mZより，(a+mZ) ∩ (b+mZ) ̸= ∅,
(5)=⇒(1) ∃c ∈ (a+mZ) ∩ (b+mZ)に対して，∃n1, n2 ∈ Z s.t. c = a+mn1 = b+mn2．よって，
a = b+m(n2−n1)．いま，∀a+mn ∈ a+mZに対して，a+mn = b+m(n2−n1+n) ∈ b+Zであ
るから，a+mZ ⊂ b+mZ．aと bを入れ換えれば，b+mZ ⊂ a+mZとなり，a+mZ = b+mZ.

• (a+mZ) = [a] = aより，上の (1)–(5)は次のように書いても同じことである：
(1) [a] = [b], (2) −a+ b ∈ mZ, (3) b ∈ [a], (4) a ∈ [b], (5) [a] ∩ [b] ̸= ∅.
(1) a = b, (2) −a+ b ∈ mZ, (3) b ∈ a, (4) a ∈ b, (5) a ∩ b ̸= ∅.

• #(a+mZ) = #[a] = #a =∞ではあるが，#(Z/mZ) = mなので，集合Z/mZ = {0, . . . ,m− 1}
に 2つの演算，加法+と乗法 ·を (感覚と一致するように)以下の演算表により定義できる：

(Z/mZ,+)の演算表． (← 単位元 0で，群になっている?)

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 6

+ 0 1

0 0 1
1 1 0

+ 0 1 2

0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

+ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

(Z/mZ, · )の演算表． (← 1は単位元?，群にはならない?，半群?)

m = 2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 6

· 0 1

0 0 0
1 0 1

· 0 1 2

0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

· 0 1 2 3

0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

· 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

· 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1
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m = 7 m = 8 m = 9

· 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6
2 0 2 4 6 1 3 5
3 0 3 6 2 5 1 4
4 0 4 1 5 2 6 3
5 0 5 3 1 6 4 2
6 0 6 5 4 3 2 1

· 0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7
2 0 2 4 6 0 2 4 6
3 0 3 6 1 4 7 2 5
4 0 4 0 4 0 4 0 4
5 0 5 2 7 4 1 6 3
6 0 6 4 2 0 6 4 2
7 0 7 6 5 4 3 2 1

· 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 0 2 4 6 8 1 3 5 7
3 0 3 6 0 3 6 0 3 6
4 0 4 8 3 7 2 6 1 5
5 0 5 1 6 2 7 3 8 4
6 0 6 3 0 6 3 0 6 3
7 0 7 5 3 1 8 6 4 2
8 0 8 7 6 5 4 3 2 1�

�
�
�

一般のm ∈ Nに対しても，集合Z/mZ = {0, . . . ,m− 1}に加法+と乗法 ·を定義したい！
しかし，いちいち演算表を書いていたのでは，非常に大変である．(← 特に乗法 ·について)

↓どうするか�

�

�

�
一般に，aを代表元とする剰余類 (同値類) a = [a]と bを代表元とする剰余類 b = [b] の和を，
整数 aと bの和 a+ bが属する類 a+ b = [a+ b], 剰余類 a = [a]と剰余類 b = [b]の積を積 abが
属する類 ab = [ab]と定めればよい．

定義 (Z/mZ上の加法と乗法)．集合Z/mZ = {[0], . . . , [m−1]} = {0, . . . ,m− 1}上の加法 [a]+[b]

(a+ b)と乗法 [a] · [b] (a · b)を以下のように定める:

(a+mZ) + (b+mZ) := (a+ b) +mZ, [a] + [b] := [a+ b], a+ b := a+ b,

(a+mZ) · (b+mZ) := (a · b) +mZ, [a] · [b] := [a · b], a · b := a · b.�

�

�

�
しかし，ここで問題が発生する. a+mZ及び b+mZの代表元は a,b以外にもそれぞれ無限に
選び方がある．それにも関わらず，勝手に取った代表元 a, bの和 a + bや積 abの属する類を
(a+mZ) + (b+mZ), (a+mZ) · (b+mZ)として，本当に問題ないのだろうか．

補題 2．加法群 (Z,+)に対して，mZは (Z,+)の部分群である．
...⃝ ∀mn1,mn2 ∈ mZに対して，mn1 +mn2 = m(n1 + n2) ∈ mZかつ−(mn1) = m(−n1) ∈ mZと
なる．よって，部分群の判定条件 (第 9回の定理 [6], p.24) より，mZはZの部分群．

例 3 (問題が起こる場合)．Zの部分群mZを用いた類別Z/mZの代わりに，
3次対称群 S3 = {(1), (1 2), (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2)}の部分群H = {(1), (1 2)}を用いた類別

S3 = (1)H ∪ (1 3)H ∪ (2 3)H

= {(1), (1 2)} ∪ {(1 3), (1 2 3)} ∪ {(2 3), (1 3 2)}
= (1 2)H ∪ (1 2 3)H ∪ (1 3 2)H

を考えてみる．このとき，3つの元からなる集合S3 /∼ = {(1)H, (1 3)H, (2 3)H}に対して，積 ∗を

(aH) ∗ (bH) := (a ◦ b)H

と定義する．すなわち，代表元 a,bの積 a ◦ b = cの属する cHを積 (aH) ∗ (bH)として定める．し
かし，これでは積は (うまく)定義されていない．なぜなら，

(1 3)H ∗ (2 3)H = (1 3)(2 3)H = (1 3 2)H = (2 3)H

であるが，別の代表元を取れば，

(1 3)H ∗ (2 3)H = (1 2 3)H ∗ (2 3)H = (1 2 3)(2 3)H = (1 2)H = (1)H

となり，積 (1 3)H ∗ (2 3)Hの結果が，代表元の選び方によって変わってしまうからである．
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• そこで，代表元の取り方にはよらずに，加法 (a +mZ) + (b +mZ)と乗法 (a +mZ) · (b +mZ)
がwell-definedである (うまく定義されている)ことを示さないといけない．つまり，

(a+mZ) = (a′ +mZ) かつ (b+mZ) = (b′ +mZ) [a] = [a′]かつ [b] = [b′] a = a′ かつ b = b′

なる場合に，代表元のとり方によらず，加法と乗法の演算結果が一致すること：

(a+b)+mZ = (a′+b′)+mZ [a+b] = [a′+b′] a+ b = a′ + b′

ab+mZ = (a′ · b′) +mZ [ab] = [a′b′] ab = a′b′

を示す必要がある．(← これが成立して，和 (+)と積 ( · )が (うまく)定義されたと言える)

定理 4．集合 Z/mZ = {[a] | a ∈ Z}に定義された，加法 [a] + [b] := [a + b]と乗法 [a] · [b] := [a · b]
はwell-definedである (= うまく定義されている). (← well-definedについては教科書 p.49参照)
すなわち，[a] = [a′]かつ [b] = [b′]ならば [a+ b] = [a′ + b′]及び [ab] = [a′b′]が成り立つ．

...⃝ [a] = [a′]かつ [b] = [b′]より，命題 [1]から−a+a′ ∈ mZ, −b+ b′ ∈ mZを得る．よって，補題よ
り，(−a+a′)+(−b+ b′) = −(a+ b)+(a′+ b′) ∈ mZかつ−ab+a′b′ = (−ab+a′b)+(−a′b+a′b′) =
(−a+ a′)b+ (−b+ b′)a′ ∈ mZ. 再び，命題 [1]より，[a+ b] = [a′ + b′]かつ [ab] = [a′b′]を得る．

• 類に対する演算を代表元を用いて定めた場合，演算がwell-definedであることが確認され，は
じめて，演算が定義された集合 (今の場合は，(Z/mZ,+)と (Z/mZ, · )) を考えることができる．

定理 5．(Z/mZ,+)は位数mの巡回群である．

...⃝ 演算がwell-definedは確認されたので，後は群の定義 (G1), (G2), (G3)を満たすことを示す．
(G1)結合律整数 a, b, c ∈ Zに対する結合律 (a+ b)+ c = a+(b+ c)を用れば，∀[a], [b], [c] ∈ Z/mZ
に対して，([a]+ [b])+ [c] = [a+ b]+ [c] = [(a+ b)+ c] = [a+(b+ c)] = [a]+ [b+ c] = [a]+ ([b]+ [c])
が成り立つ,
(G2)単位元 (ゼロ元)は [0]であり，[a] + [0] = [a+ 0] = [a] = [0 + a] = [0] + [a] (∀a ∈ Z),
(G3) ∀[a]に対する逆元は [−a]であり，[a] + [−a] = [a+ (−a)] = [0] = [(−a) + a] = [−a] + [a].
加法+の可換性も，[a] + [b] = [a+ b] = [b+ a] = [b] + [a] (∀a ∈ Z)からOK.
また巡回群であることは，⟨[1]⟩ = {a · [1] | a ∈ Z} = {[1 · a] | a ∈ Z} = {[a] | a ∈ Z}として分かる．

命題 6．(Z/mZ, · )に対し，元 [a] ∈ Z/mZの逆元 [a]−1 ∈ Z/mZが存在 ⇐⇒ gcd(a,m) = 1.

...⃝ 互いに素な整数の特徴付け (第 10回の定理 [7], p.30)から，
gcd(a,m) = 1 ⇐⇒ ∃s, t ∈ Z s.t. as+mt = 1であることに注意する．
(=⇒) [a]の逆元 [b] = [a]−1が存在するとすれば，[a]·[b] = [ab] = [1]であり，命題 [1]より，−ab+1 ∈
mZ. よって，∃n ∈ Z s.t. mn+ ab = 1より gcd(a,m) = 1を得る．
(⇐=) gcd(a,m) = 1 =⇒ ∃n, b ∈ Z s.t. mn + ab = 1. このとき，[a][b] = [ab] = [1] = [ba] = [b][a]
となり，[a]の逆元 [b] =: [a]−1が存在する．

定義 (既約剰余類，オイラー関数)．Z/mZの元 a +mZのうち，gcd(a,m) = 1となるものを既約
剰余類という．既約剰余類全体のなす集合を (Z/mZ)× := {[a] ∈ Z/mZ | gcd(a,m) = 1}で表す．
(Z/mZ)×の位数を φ(m)と表し，φをオイラー関数 (Euler function)と呼ぶ．

定理 7． (Z/mZ)× := {[a] ∈ Z/mZ | gcd(a,m) = 1}に対して，((Z/mZ)×, · )は位数 φ(m)の可換
群をなす．群 ((Z/mZ)×, · )を既約剰余類群という．
...⃝ 演算がwell-definedは確認されたので，後は群の定義 (G1), (G2), (G3)を満たすことを示す．
(G1)結合律 整数 a, b, c ∈ Zに対する結合律 (ab)c = a(bc)を用れば，∀[a], [b], [c] ∈ (Z/mZ)×に対
して，([a] · [b])[c] = [ab] · [c] = [(ab)c] = [a(bc)] = [a] · [bc] = [a]([b] · [c])が成り立つ,
(G2)単位元は [1]であり，[a][1] = [a · 1] = [a] = [1 · a] = [1][a] (∀[a] ∈ (Z/mZ)×),
(G3) 命題 6より，∀[a] ∈ (Z/mZ)×の逆元 [a]−1 ∈ Z/mZが存在し，[a]−1の逆元も [a]として存在
するから，[a]−1 ∈ (Z/mZ)×である．また，可換性は [a][b] = [ab] = [ba] = [b][a]よりOK.
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系 (有限体)．pを素数とする．((Z/pZ)×, · ) = {[1], [2], . . . , [p − 1]}は位数 p − 1の可換群である．
特に，(Z/pZ,+, · )は位数 pの体 (有限体)であり，Fp := Z/pZとかく．(← 体については p.22)�

�

�

�
方程式の解は四則演算が可能な体K上で考える事ができる (第9回, p.23参照)．有限体K = Fp

上の場合，ax+ b = 0, x2 = aを解くとは，それぞれ ax+ b ≡ 0 (mod p), x2 ≡ a (mod p)の
解 x ∈ Fpを求めることを意味する．(←もちろん，解が存在しない場合もある)

• 次のフェルマーの定理は，フェルマーの最終定理と間違わないよう，小定理と呼ばれている．�

�

�

�
定理 (フェルマーの小定理)． 素数 pと gcd(a, p) = 1なる整数 a ∈ Zに対して，

ap−1 ≡ 1 (mod p).

...⃝ (Z/pZ)×は位数 p−1の可換群である．よって，∀[a] ∈ (Z/pZ)×に対して，{[1], [2], . . . , [p−1]} =
{[a][1], [a][2], . . . , [a][p− 1]}が成り立つ．全ての元の積を考えれば，積の可換性から [1] · · · [p− 1] =
[a]p−1([1] · · · [p− 1]) となる．([1] · · · [p− 1])−1を両辺に右からかけて，[a]p−1 = [1]を得る．

(Z/pZ)×に対するフェルマーの小定理を，(Z/mZ)×に対して拡張するとオイラーの定理となる：�

�

�

�
定理 (オイラーの定理)． 整数m ≥ 2と gcd(a,m) = 1なる整数 a ∈ Zに対して，

aφ(m) ≡ 1 (mod m).

...⃝ 略．(← フェルマーの小定理と同じようにやればよい)

演習問題 (期末テストの予想問題)

[1] オイラー関数の値 φ(m), (2 ≤ m ≤ 25)を計算せよ．
また，gcd(a, b) = 1のとき，φ(a), φ(b)と φ(ab)にはどの様な関係があると予想できるか？

[2] 可換群 ((Z/mZ)×, · ), (2 ≤ m ≤ 10)の演算表を書け．(←ヒント：pp.38–39の演算表)

[3] [2]を用いて，乗法群 ((Z/mZ)×, · )と加法群 (Z/mZ,+) の同型

(Z/3Z)× ∼= (Z/4Z)× ∼= (Z/6Z)× ∼= Z/2Z,
(Z/5Z)× ∼= (Z/10Z)× ∼= Z/4Z,
(Z/7Z)× ∼= (Z/9Z)× ∼= Z/6Z

を示せ．特に，これらは全て巡回群であることが分かる．
(← ヒント：演算表を用いた同型の定義；それぞれの演算表が，元の名前を変更し，順番も適
当に入れ替えて全く同じ形にできるとき，同型であるといった)

さらに，(Z/8Z)× = {[1], [3], [5], [7]}は巡回群ではないことを示せ．

[4] 210を 11で割った余りはいくつか？ (←ヒント: 直接計算してもよい)

[5] 3100を 11で割った余りはいくつか？
(←ヒント: 群 (Z/11Z)× = {[1], . . . , [10]}と a ≡ b (mod 11)⇔ [a] = [b]を考え，
[a] = [3100]なる 0 ≤ a ≤ 10を求める)

[6] 51000を 11で割った余りはいくつか？

[7] 720110728を 11で割った余りはいくつか？

[8] 720110728を 12で割った余りはいくつか？

[9] 728を 11で割った余りはいくつか？
(←試験で 728 = 459986536544739960976801を計算すると時間切れかも!)
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全単射ではない群の準同型写像を考えてみる．

定義 [再掲](準同型写像)．群 (G, ◦)から群 (G′, ∗)への写像 f : G→ G′が
∀a, b ∈ G に対し，f(a ◦ b) = f(a) ∗ f(b)

を満たすとき，f をGからG′への準同型写像 (homomorphism)という．

定義 [再掲](群の同型)[無限群も含んだ一般の場合]． 群Gから群G′への全単射な準同型写像が存
在するとき，GとG′は同型といい，G ∼= G′と書く．また全単射な準同型写像を同型写像という．

注意 (群表による同型との関係)． 群 (G, ◦)と群 (G′, ∗)が同型であるとは，全単射 (1対 1対応)が
あり，かつ二項演算 (積 ◦と ∗)の構造が同じ (結果が対応している) という事である．特に，有限
群Gに対しては，群表による同型の定義と準同型写像による同型の定義は同じ概念である．

定義 [再掲](有限群の同型)． 2つの有限群 (X, ◦)と (X ′, ⋆)は，それぞれの演算表が，元の名前
を変更し，順番も適当に入れ替えて全く同じ形にできるとき，同型 (isomorphic)であるといい，
(X, ◦) ∼= (X ′, ⋆)またはX ∼= X ′とかく. (← XとX ′は集合としては異なっていて構わない. Xと
X ′の集合の位数が等しく，かつ積 ◦と積 ⋆は構造が同じ (=演算の結果が対応)という意味である)

(1) 加法群 Z/4Z = {0, 1, 2, 3}, 群G′ = {1, b1, b2, b3}に対して，Z/4Zの全ての元をG′の単位元 1
に対応させる写像 f : Z/4Z→ G′, a 7→ 1は準同型写像である．(← 全射でも単射でもない)

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

f による対応
7→

· 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

#

"

 

!

a 7→ f(a),
b 7→ f(b) のとき
a+ b 7→ f(a) · f(b) つまり，
f(a+ b) = f(a) · f(b) となっている．

(1)’ 一般に，群Gの全ての元を群G′の単位元 1に対応させる写像G→ G′, g 7→ 1は準同型写像．

(2) n次対称群 Snの元 σに対し，符号 (σが偶 (奇)置換のとき+1 (−1)) を対応させる写像
sgn: Sn ∋ σ 7→ sgn(σ) ∈ {±1} は準同型写像．(← 全射であるが，n ≥ 3に対して，単射でない)

◦ (1) a b c d e
(1) (1) a b c d e
a a b (1) d e c
b b (1) a e c d
c c e d (1) b a
d d c e a (1) b
e e d c b a (1)

sgnによる対応
7→

· 1 −1 −1 −1 1 1
1 1 −1 −1 −1 1 1
−1 −1 1 1 1 −1 −1
−1 −1 1 1 1 −1 −1
−1 −1 1 1 1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 1 1
1 1 −1 −1 −1 1 1

(3) g : Z/4Z→ Z/2Z, 0 7→ 0, 1 7→ 1, 2 7→ 0, 3 7→ 1は加法群の準同型写像．(←全射，単射でない)

(4) h : Z/2Z→ Z/4Z, 0 7→ 0, 1 7→ 2は加法群の準同型写像． (← 単射であるが，全射ではない)

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

gによる対応
7→

+ 0 1 0 1

0 0 1 0 1
1 1 0 1 0
0 0 1 0 1
1 1 0 1 0

+ 0 1

0 0 1
1 1 0

hによる対応
7→

+ 0 2

0 0 2
2 2 0

�
�

�
�

パスカルの三角形の色塗りで (パソコンで)見た，法 4の世界を目を細めて見ると，
法 2の世界に見えるという現象は，準同型写像 gのことに他ならない！
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群論で学ぶことを少しのぞいてみる (このページは試験範囲外)．

• Z/mZを，より一般の群Gとその部分群H に拡張し，G/H を定義する．

定義 (剰余類)．H を群Gの部分群とする．
a ∈ Gに対し，aH := {ah | h ∈ H}をH を法とする aの左剰余類という．
(← Gが加法群の場合には，a+H = {a+ h |h ∈ H}で，a+mZはこの特別な場合になっている)

• なぜ左剰余類か？一般に群Gは非可換であり，aH ̸= Haなる場合もある．よって，左剰余類 aH と右剰
余類Haを区別する．ただし，Gが可換群 (加法群)の場合には，aH = Haであり，単に剰余類とよぶ．

命題．群Gの部分群H と a ∈ Gに対して，次の (1)～(5)は同値である：
(1) aH = bH (2) a−1b ∈ H (3) b ∈ aH (4) a ∈ bH (5) aH ∩ bH ̸= ∅,
(← Gが加法群の場合には，以下となり，Z/mZの場合は命題 [1]で示した：
(1) a+H = b+H (2) −a+ b ∈ H (3) b ∈ a+H (4) a ∈ b+H (5) (a+H) ∩ (b+H) ̸= ∅)

定義 (H を法として合同)．Hを群Gの部分群とする．a, b ∈ Gに対し，aH = bH(←前命題より，a−1b ∈ H
と同値)となるとき，aと bはH を法として左合同といい，a ∼l bとかく．(a ∼l bは同値関係となる)

定義 (剰余類の集合G/H)． GのHによる (左)剰余類の集合 {aH | a ∈ G}をG/Hとかき，(← ∼lによる
商集合X/ ∼lのこと) 右剰余類の集合 {Ha | a ∈ G}をH\Gとかく.
(← Gが加法群の場合には，G/H = {a+H | a ∈ G} = H\G)

定義 (GにおけるH の指数)． G/H の濃度 (位数)を |G : H|とかいて，GにおけるH の指数という．�
�

�

定理 (ラグランジュ(Lagrange)の定理)．有限群Gとその部分群H に対し，|G| = |G : H||H|

...⃝ GのH による左剰余類の集合 G/H = {H, a2H, . . . , akH}を考える．ここで，b ∈ H に対して，H =
{c1, . . . , cm} ∋ ci 7→ bci ∈ bH = {bc1, . . . , bcm} ⊂ H は単射 (ci ̸= cj ⇒ bci ̸= bcj)であり，|H| = |bH| = m
(∀b ∈ H). G = H ∪ · · · ∪ akH で各剰余類がm個の元から成るので，|G| = km = |G : H||H|.

系 1．有限群Gの部分群H の位数#H = |H|は，#G = |G|の約数である．

系 2．位数 nの有限群Gの元 aに対して，ord(a) | #G．特に，∀a ∈ Gに対して，an = 1．

系 3．位数が素数 pの有限群は巡回群である．

命題．H は群 G の部分群とする．aH = bH ⇔ (ca)H = (cb)H, Ha = Hb ⇔ H(ac) = H(bc),
(∀a, b, c ∈ G). また，次の (1)～(4)は同値である：
(1) ∀g ∈ Gに対し，gH = Hg;
(2) ∀a, b, a′, b′ ∈ Gに対し，aH = a′H かつ bH = b′H ⇒ (ab)H = (a′b′)H;
(3) ∀g ∈ Gに対し，gHg−1 ⊂ H;
(4) ∀g ∈ Gに対し，gHg−1 = H.

定義 (正規部分群)．群Gの部分群Hが，gH = Hg (∀g ∈ G)を満たすとき，HをGの正規部分群 (normal
subgroup) といい，H ▹Gとかく．このとき，(左，右剰余類は一致するので) gH を単に剰余類という．

定理．H をGの正規部分群 (H ▹G)とする．剰余類の集合G/H = {gH | g ∈ G}に対して，積 ∗を
(g1H) ∗ (g2H) = (g1g2)H

と定義すれば，well-definedであり，この演算で (G/H, ∗)は群をなす．
群G/H の単位元はH (= eH)，gH の逆元は (gH)−1 = g−1H である．
(← Gが加法群の場合には，単位元はH (= 0 +H)，g +H の逆元は−g +H)

注意．上記命題の (2)から well-definedが分かる，逆に言えば，左剰余類と右剰余類が一致しない (正規部
分群でない)場合には，積 ∗はwell-definedではない．例 3 (p.39)参照)

定義 (剰余群，商群)．群 (G/H, ∗)を群Gの正規部分群H による剰余群または商群という．
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