
代数序論（第 11回・2012/06/28）

定義 (約数，倍数，b | a)．整数 a, b ∈ Z, b ̸= 0に対して，a = bcとなる整数 c ∈ Zが存在するとき，
bは aを割り切る，bは aの約数 (divisor)，aは bの倍数 (multiple)などと言い，b | aと表す．

例 (割り切る)．−2は 4を割り切り，また 5は 0を割り切る．つまり，−2 | 4 であり，5 | 0 である．

命題 [1]．a, b, c ∈ Zに対して，以下が成り立つ：
(1) a | bかつ a | c =⇒ a | (b± c), (2) a | b⇒ a | bc, (3) a | bかつ b | c =⇒ a | c,
(4) a | b ⇐⇒ −a | b, (5) a | bかつ b | a ⇐⇒ a = ±b.

注意．命題 [1](4)より，b ∈ Zの約数は正負がペアになって出てくる．そこで，bの約数 dといって
(負の約数は考えず) 正の約数 d > 0のみを指すことが多い (← どちらなのか注意が必要)

定義 (最大公約数)．a, b ∈ Zに対して，d | aかつ d | bを満たす d ∈ Nを aと bの公約数 (common

divisor)，aと bの公約数のうち最大のものを aと bの最大公約数 (greatest common divisor)とい
う．aと bの最大公約数を gcd(a, b) または単に (a, b) と表す．(← d ∈ Nより d > 0に注意する)

例 (最大公約数)． (i) gcd(−3, 6) = 3, (ii) gcd(a, 0) = |a|, (∀a ∈ Z), (iii) gcd(0, 0)は存在しない.

命題 [2](除法の原理)．a, b ∈ Z, b > 0に対して，

a = qb+ r, 0 ≤ r < b

を満たす整数の組 (q, r) ∈ Z2がただ 1組存在する．

...⃝ (存在) a ∈ Zに対して，qb ≤ a < (q + 1)bなる q ∈ Zが存在する．そこで，r := a− qbとすれ
ば，a = qb+ r かつ 0 ≤ r < bとなる (← 各自確認する!)．
(一意性) a = q′b+ r′, 0 ≤ r′ < bとすれば，a = qb+ r = q′b+ r′より，(q− q′)b = r′− rを得る．条
件より，−b < r − r′ < bであるから，−b < (q − q′)b < bすなわち−1 < q − q′ < 1となり，q = q′

を得る．よって，r = r′でもある．(← 各自確認する!)

命題 [3]．a, b, q, r ∈ Z, b > 0に対して，a = qb+ r =⇒ gcd(a, b) = gcd(b, r).

...⃝ g1 := gcd(a, b), g2 := gcd(b, r)に対して，g1 | g2かつ g2 | g1を示せばよい (← g1, g2 > 0と命題 [1]
の (5)より)．いま，a = g1a1, b = g1b1, b = g2b2, r = g2r2と書けるので，a = qb+r = qg2b2+g2r2 =
(qb2 + r2)g2から g2 | aであり，g2 | gcd(a, b) = g1. また，r = a− qb = g1a1 − qg1b1 = (a1 − qb1)g1
より g1 | rとなり，g1 | gcd(b, r) = g2. よって g1 | g2かつ g2 | g1より g1 = g2である (← g1, g2 > 0)．

定義 (最小公倍数)．a, b ∈ Zに対して，a |mかつ b |mを満たすm ∈ Zを aと bの公倍数 (common

multiple)，aとbの公倍数のうち正であって最小のものをaとbの最小公倍数 (least common multiple)
という．aと bの最小公倍数を lcm(a, b)と書く．

例 (最小公倍数)．a = 12 = 22 · 3, b = 30 = 2 · 3 · 5に対して，
• lcm(a, b) = 22 · 3 · 5 = 60, • gcd(a, b) = 2 · 3 = 6, • ab = 360 = lcm(a, b) gcd(a, b).

命題 [4]．a, b ∈ Nとする． (1) a |mかつ b |m ⇐⇒ lcm(a, b) |m, (2) lcm(a, b) =
ab

gcd(a, b)
.

[証明] l := lcm(a, b), g := gcd(a, b)と書く．(1)(⇐=) は定義から従う．(1)(=⇒) a |mかつ b |mを
仮定し，mを lで割ってm = ql + r, 0 ≤ r < lとすれば，mと lが a, bの公倍数であることから，
rも a, bの公倍数となる．しかし，lの最小性から r = 0でなくてはならない．よって l |m.
(2) (1)でm = abとすれば，l | abであり，ab = ld, d ∈ Nと表せる．よって，ab = lgを示すには，
d | gかつ g | dを示せばよい．a = d(l/b), b = d(l/a)から dは a, bの公約数であり，d | gが成り立つ．
また，ab/g = a(b/g) = b(a/g)であるから，ab/gは a, bの公倍数であり，(1)より l | (ab/g). いま，
l = ab/dであったから，(ab/d) | (ab/g)となり，g | dが得られる．よって，d = gが成り立つ．
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• 命題 [2]と命題 [3]を繰り返し用いれば，次の様に gcd(a, b)を非常に効率よく計算できる．

定理 5 (ユークリッドの互除法)．a, b ∈ Z, b > 0に対して，

a = q · b+ r0, 0 ≤ r0 < b,

b = q1 · r0 + r1, 0 ≤ r1 < r,

r0 = q2 · r1 + r2, 0 ≤ r2 < r1,

r1 = q3 · r2 + r3, 0 ≤ r3 < r2,

...

と繰り返していけば，b > r0 > r1 > r2 > · · · > rn ≥ 0より，ある n ∈ Nで rn = 0となる．
rn−4 = qn−2 · rn−3 + rn−2, 0 ≤ rn−2 < rn−3,

rn−3 = qn−1 · rn−2 + rn−1, 0 ≤ rn−1 < rn−2,

rn−2 = qn · rn−1 + 0, rn = 0.

よって，gcd(a, b) = gcd(b, r0) = gcd(r0, r1) = · · · = gcd(rn−2, rn−1) = gcd(rn−1, 0) = rn−1となる．�
�

�

a, b ∈ Zの素因数分解が分からないのに，gcd(a, b)が求まってしまった！

定理 6．整数 a, b ∈ Zに対して，d := gcd(a, b) ∈ Nとする．このとき，

sa+ tb = d

を満たす整数 s, t ∈ Zが存在する．
...⃝上述のユークリッドの互除法を a, b ∈ Zに適用して，d = rn−1を得たとする．このとき，ユーク
リッドの互除法を逆にたどっていけば，d = rn−1は rn−1 = rn−3 − qn−1 · rn−2として，rn−3と rn−2

の一次結合で書け，2 ≤ i ≤ nに対しても rn−iは rn−(i+1)と rn−(i+2)の一次結合で書ける．このよ
うに繰り返していけば，最終的には d = rn−1は aと bの一次結合で書ける：d = sa+ tb (s, t ∈ Z).

定義 (互いに素)．整数 a, b ∈ Zは gcd(a, b) = 1のとき，互いに素である (relatively prime)という．

定理 [7] (互いに素な整数 a, bの特徴付け)．a, b ∈ Zに対して，

gcd(a, b) = 1 (aと bが互いに素) ⇐⇒ sa+ tb = 1 を満たす s, t ∈ Z が存在する.

...⃝ (=⇒) 定理 6ですでに示した．
(⇐=) d := gcd(a, b)は sa+ tb = 1より，d | 1で d = ±1となるが，定義から d > 0であり，d = 1.

系 [8]．a, b, c ∈ Z, a ̸= 0に対して，a | bc かつ (a, b) = 1 =⇒ a | c.

...⃝ 仮定 (a, b) = 1と定理 [7]より，sa + tb = 1なる s, t ∈ Zが存在する．両辺を c倍すれば，
acs+ (bc)t = cであり，仮定 a | bcより a | cを得る．

定義 (素数)．1以外の自然数 p ∈ Nの (正の)約数が 1と p自身のみであるとき，pを素数 (prime

number)という．1以外の素数でない自然数を合成数 (composite number)という．

例 (素数，合成数)．2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, . . .は素数．4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, . . .は合成数．

系 [9](素数の基本性質)．pを素数とする．
(1) p | ab =⇒ p | aまたは p | b.
(2) p | a1 · · · ar =⇒ pはいずれかの ai, 1 ≤ i ≤ rを割り切る．

...⃝ (1) pは素数であるから，p ̸ | aの場合には (p, a) = 1となる．よって，系 [8]より p | bを得る．
(2) (1)を a1(a2 · · · ar)に用いて，これを繰り返していけばよい (←厳密には数学的帰納法を用いる)．
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定理 [10](素因数分解の一意性)．(1以外の)任意の自然数 n ∈ N \ {1} は素数の積に分解し，その
表示は積の順序を除いて一意的である．(← 「順序を除いて一意的」は教科書 p.38を参照)

...⃝ (分解可能) nが素数でなければ，nには n = ab, 1 < a, b < nなる約数 a, bが存在する．これを
繰り返せば，素数でない約数は (単調減少に)それより小さな約数の積に分解する．この分解は止
まらなくてはならないので，最後には素数の積となる．
(一意性) n = p1 · · · ps = q1 · · · qt, s ≤ t と 2通りの素数の積に書けたとする (各 pi, qj には重複が
あってよい)．このとき，p1は系 [9]より q1, . . . , qtのうちの 1つ qkを割り切る．しかし，各 qjは素数
であるから p1 = qkとなる．ここで，番号を付け替えて，q1 := qkとする．いま，p2 · · · ps = q2 · · · qt
であるから，この議論を繰り返して，qj の番号を付け替えれば p2 = q2とできる．これを残りの
p3, . . . , psに対しても繰り返せば，s = tかつ pi = pj, 1 ≤ i, j ≤ sを得る．'

&

$

%

素因数分解の一意性はいかにも当たり前のように見える．しかし，実は整数論 (代数)では，
その名前とは反して，整数の世界 (集合) Zをより大きな世界 (集合)，例えば，

Z[
√
−5] := {a+ b

√
−5 | a, b ∈ Z}

に広げて考える必要がでてくる．さらに，集合Z[
√
−5]は代数体

Q(
√
−5) := {a+ b

√
−5 | a, b ∈ Q} (←実際に体の定義を満たしている!)

の部分集合であって，整数論ではZ[
√
−5]は代数体Q(

√
−5)の整数環 (← 実際に環の定義を

満たしている!)，Z[
√
−5]の元 (要素)は単に整数と呼ばれる．つまり (整数論では) 1 + 2

√
−5

は整数と呼ばれる (!)．この世界 (環) Z[
√
−5]の元 (整数)に対して，素数にあたるものを定義

して同様のことを考えると，素因数分解の一意性は成り立たなくなる．例えば，

21 = 3 · 7 = (1 + 2
√
−5)(1− 2

√
−5) = (4 +

√
−5)(4−

√
−5)

であり，それぞれの因子 (約数)はZ[
√
−5]の元の積には分解できない．(← この世界の素数)

'

&

$

%

フェルマー (Fermat, 1601–1665)の平方和定理．奇数の素数 pに対して，

pは 4m+ 1の形 ⇐⇒ p = s2 + t2と 2つの整数の平方和で表される．

(証明を最初に公表したのはオイラー (Euler, 1707–1783), 参考文献 [7] (第 II章, §VIII))
例えば，5 = 12 + 22, 13 = 22 + 32, 17 = 12 + 42, 29 = 22 + 52, 37 = 12 + 62, 41 = 42 + 52．
これは，p = 4m+ 1の形の素数は，整数の世界 (集合)ZをZ[

√
−1] := {a+ b

√
−1 | a, b ∈ Z}

に拡張すると，p = (s+ t
√
−1)(s− t

√
−1)と分解して，(この世界の)素数ではなくなってし

まうことを表している．一方，p = 4m+ 3はZ[
√
−1]でも素数である．

#

"

 

!

クンマー (Kummer, 1810–1893)が正則素数と呼ばれる素数 (例えば，100以下の素数では
37, 59, 67の 3つ以外の全ての素数)について，フェルマーの最終定理を解決したことは授業
中に紹介した．クンマーは上述の「素因数分解の一意性」が成り立たないことを解消するた
めに，(素)イデアル「理想数」の概念を導入して，成果を得た．

#

"

 

!

高木貞治 (1875–1960)による類体論 (Class Field Theory)は，(上述のフェルマーの平方和
定理の拡張ともみなせる)非常に美しい理論で，アーベル体 (代数体)という世界 (集合)では
素数 pがどのように分解するかを記述している．また，ワイルスによるフェルマーの最終定
理の証明では，岩澤健吉 (1917–1998)による岩澤理論 (Iwasawa Theory)が活躍している．
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• ベルヌーイ数B0, B1, . . . , B15の表は p.17 (第 6回)にある．実は，次のような事が知られている
(← もちろんこの授業では解説できない)：�

�

�

�
(known) Fact 1．s乗和の公式は，一般にベルヌーイ数Bjを用いて次のように書ける：

Fs(n) =
n∑

k=1

ks =
s∑

j=0

(
s

j

)
Bj

ns+1−j

s+ 1− j
.

�

�

�

�
(known) Fact 2．ベルヌーイ数Bnは次のべき級数展開の係数に現れる有理数である：

tet

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn
tn

n!
.

'

&

$

%

定義 (正則素数)．素数 pは，ベルヌーイ数 Bk, (k = 2, 4, 6, . . . , p − 3) の分子を割り切らな
いとき，正則素数 (regular prime)と呼ばれる．正則素数でない素数を非正則素数 (irregular
prime)という．(← ある k, (2 ≤ k ≤ p− 3)に対して，pがBkの分子の約数になるとき)

定理 (Kummer, 1847)．pが正則素数=⇒ xp + yp = zpを満たす x, y, z ∈ Nは存在しない．

例 (非正則素数)．
• (p. 17の表を求めてみると) B12 = − 691

2730
である．よって，素数 691は非正則素数である．

• 100以下の素数では，37, 59, 67の 3つだけが非正則であることが知られている．
• 100以下の素数だけをみると，ほとんど全ての素数は正則素数なのではないかと思ってし
まうが，正則素数が無限にあるかは知られていない．(← それどころか · · · )
• 岩澤理論の入門書である参考文献 [8](p.410)には 4001以下の非正則素数の Tableがある．
例えば，691以下の非正則素数は：p = 37, 59, 67, 101, 103, 131, 149, 157, 233, 257, 263, 271,
283, 293, 307, 311, 347, 353, 379, 389, 401, 409, 421, 433, 461, 463, 467, 491, 523, 541, 547, 557,
577, 587, 593, 607, 613, 617, 619, 631, 647, 653, 659, 673, 677, 683, 691, によって与えられる．

(known) Fact 3．非正則素数は無限に存在する．(← クンマーの定理が適用できない!)

(← ある代数体で素因数分解が一意的に出来ないことが深く関わっている (参考文献 [8]))

演習問題 (期末テストの予想問題)

• 命題 [1], [2], [3], [4], 定理 [7], 系 [8], [9], 定理 [10]を示せ．

• 次の (a, b) ∈ N2に対して，gcd(a, b)の値と sa+ tb = gcd(a, b)を満たす整数 s, t ∈ Zを求めよ．
(i) (102, 114), (ii) (330, 858), (iii) (434, 465), (iv) (1785, 1859), (v) (510510, 519593).
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これまでの授業の補足

完全数, 友愛数 (p.17)� �
(220, 284)が友愛数であることは，次のように確かめられる：

220の約数の和 : 1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284
220 = 1 + 2 + 4 + 71 + 142 : 284の約数の和

6, 28, 496が完全数であることは，次のように確かめられる：

6 = 1 + 2 + 3,
28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14,
496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248

定理 (ユークリッド)

2n − 1が素数=⇒ 2n−1(2n − 1)は完全数 (偶数).

定理 (オイラー)

偶数の完全数は 2n−1(2n − 1)の形の数に限られる．

2n − 1の形の素数をメルセンヌ素数という．

上の定理から，偶数の完全数を見つけるにはメルセンヌ素数を見つければよい．例えば，

27 − 1 = 127はメルセンヌ素数 =⇒ 26(27 − 1) = 64× 127 = 8128は完全数.

この調子でいくらでも完全数を見つけられる気がするが，なかなかそうはいかない．実際，こ
の次に小さい完全数は，33550336, 8589869056であることが知られている．それどころか，メ
ルセンヌ素数や完全数が無限に存在するかは現在でも分かっていない，未解決問題である．現
在知られているメルセンヌ素数，完全数 (偶数)は 47個だけであり，奇数の完全数は 1つも発
見されていない．(47個目のメルセンヌ素数 242643801− 1は 2009年 4月に発見された．ちなみ
に，2008年 8月のUCLAのコンピュータによる 45個目の 243112609 − 1の発見は，1000万桁
を超す人類初めての素数の発見であったので，10万ドルの賞金が与えられた．)

奇数の完全数については，もし存在すれば 10300より大きいこと，また 2008年にはGoto-Ohno
(2人の日本人数学者)によって，108より大きい素因数をもつことが示されている．

ちなみに，22
n
+ 1の形の素数をフェルマー素数という．

21 + 1 = 3, 22 + 1 = 5, 24 + 1 = 17, 28 + 1 = 257, 216 + 1 = 65537

は全て素数であり，このまま素数が生み出されるように思ってしまうが，オイラー (1707–1783)
は 1732年に 232 + 1 = 4294967297 = 641 × 6700417であることを証明した．それどころか，
今日現在まで，上記の 4つ以外のフェルマー素数が存在するかは未解決問題である．� �

フェルマー予想とオイラー予想� �
フェルマーの最終定理 (フェルマー予想) xn + yn = zn を拡張した次のような予想があった：

予想 (オイラー, 1769)

x4 + y4 + z4 = w4を満たす x, y, z, w ∈ Nは存在しない．

確かに，どこまでやっても x, y, z, w ∈ Nを見つけることが出来ない．しかし，見つからない
からと言って，証明にはならないので，その難しさはフェルマーの最終定理と同じような気
がする．しかし，Elkiesは 1988年に楕円曲線の理論を使って，次の様な反例を与え，更には
その解が無限に存在することを示してしまった：

26824404 + 153656394 + 187967604 = 206156734,

958004 + 2175194 + 4145604 = 4224814.

一度見つかってしまえば，確かめる事は出来る．(が，やってみると大変なことも分かる．)� �
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リーマンゼータ関数とリーマン予想� �
実数列 {ak}k∈N, ak =

k∑
n=1

1

ns
は，s = 2, 3, 4, . . .に対して，単調増加かつ上に有界であり

(← 各自示す!)，収束する．その収束先 ζ(s) = lim
k→∞

k∑
n=1

1

ns
は以下のように求められる：

ζ(2) = 1.644934066848226436472415166646025189218949901206798437735558229370007 · · ·
ζ(3) = 1.202056903159594285399738161511449990764986292340498881792271555341838 · · ·
ζ(4) = 1.082323233711138191516003696541167902774750951918726907682976215444120 · · ·
ζ(5) = 1.036927755143369926331365486457034168057080919501912811974192677903803 · · ·
ζ(6) = 1.017343061984449139714517929790920527901817490032853561842408664004332 · · ·
ζ(7) = 1.008349277381922826839797549849796759599863560565238706417283136571601 · · ·
ζ(8) = 1.004077356197944339378685238508652465258960790649850020329110202652583 · · ·
ζ(9) = 1.002008392826082214417852769232412060485605851394888756548596615909785 · · ·
ζ(10) = 1.000994575127818085337145958900319017006019531564477517257788994636291 · · ·
ζ(11) = 1.000494188604119464558702282526469936468606435758208617119141436100054 · · ·
ζ(12) = 1.000246086553308048298637998047739670960416088458003404533040952133252 · · ·

特に，ζ(2)がどのような数かはバーゼル問題 (1644)と呼ばれて長年未解決であった．

定理 (オイラー)

Bnをベルヌーイ数として，ζ(2n) =
(−1)n−1

2

(2π)2n

(2n)!
B2n.

例えば，

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
, ζ(6) =

π6

945
, ζ(8) =

π8

9450
, ζ(10) =

π10

93555
, ζ(12) =

691π12

638512875
, . . .

しかし，奇数に対しては ζ(2n+ 1)の値はほとんどよく分かっていない．

定理 (Apéry, 1979)

ζ(3) ̸∈ Q. (←すなわち，ζ(3)は無理数 (有理数ではない)).

定理 (Zudilin, 2001)

ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11)のうち，少なくとも１つは無理数．(←しかし，どれかは分からない．)

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
はリーマンゼータ関数と呼ばれており，有名なリーマン予想は ζ(s)の零点 (0に

なる sの値)に関する予想である．しかし，ここで言う関数とは複素関数のことであり，s ∈ C
である．これを理解するには，大学で複素関数論の授業を受け，解析接続を学ばないと，そ
の意味すらよく分からない．

解析接続によって，s ∈ C (s ̸= 1)に対して定義された ζ(s)の値として，例えば，負の整数点，
すなわち ζ(−1), ζ(−2), . . . には再びベルヌーイ数が現れる：
定理

Bnをベルヌーイ数として， ζ(−n) = −Bn+1

n+ 1
.

また p.15で出てきたDirichletの算術級数中の素数定理を示すには，リーマンゼータ関数の

拡張であるディリクレの L関数 L(s, χ) :=
∞∑
n=1

χ(n)

ns
が用いられ，但し，χは Dirichlet指標，

その証明は s = 1の値が 0にならないこと，L(1, χ) ̸= 0, (χ ̸= 1)，に基づいている．� �
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