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6.2 (6.3)　対角化法 (直交対角化法)

.
問
..

......

V：線形空間 (内積空間)，dim(V ) < ∞.
T：V → V：1次変換に対して，T の行列が対角行列となる
V の基底B (正規直交基底B)は存在するか？

.
問 ′
..

......

A：正方行列．∃?P：可逆 (正則)行列 (直交行列) s.t. P−1AP：対角行列．
このとき，Aを対角化可能 (直交対角化可能)という．

▶ 5.4の定理 5 (と 4.10の定理 28)より，問⇔問 ′ (同値)
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.
定理 2 (定理 5)
..

......

A：n× n行列．次は同値：

(a) Aは対角化可能 (直交対角化可能)；
(b) Aは n個の 1次独立な (正規直交する)固有ベクトルをもつ．

(証明) (a) ⇔ ∃P = (p1 · · ·pn)は可逆行列 (直交行列) s.t.

P−1AP = D =

(
λ1

. . .
λn

)
：対角行列

⇔ λ1, . . . , λnはAの固有値，p1, . . . ,pnはAの (λに対する)固有ベクト
ル，P = (p1 · · ·pn)は可逆行列 (直交行列) ⇔ (b).
∵ P−1AP = D ⇔ AP = PD ⇔ (Ap1 · · ·Apn) = (λ1p1 · · ·λnpn).
.
対角化法 (直交対角化法)
..

......

Step 1. Aの 1次独立な (正規直交する)固有ベクトル p1, . . . ,pnをとる．
Step 2. P = (p1 · · ·pn)とする．(P は可逆行列 (直交行列)となる)

Step 3. P−1AP =

(
λ1

. . .
λn

)
：対角行列. (λiは piに関する固有値)
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.
例
..

......

A =

(
a 0

0 a

)
, B =

(
a 1

0 a

)
.

Aの固有方程式
det(λ I −A) = det

(
λ − a 0

0 λ − a

)
= (λ− a)2 = 0より，

Aの固有値は λ = a (2重根). 固有空間

Wa =
{
x =

(
x1

x2

)
∈ R2

∣∣∣ ( 0 0

0 0

)(
x1

x2

)
=
(

0

0

)}
= R2の基底

p1 =
(

1

0

)
, p2 =

(
0

1

)
, dim(Wa) = 2. (当然) Aは対角化可能．

一方で，Bの固有方程式
det(λ I −B) = det

(
λ − a −1

0 λ − a

)
= (λ− a)2 = 0より，

Bの固有値は λ = a (2重根). 固有空間

Wa =
{
x =

(
x1

x2

)
∈ R2

∣∣∣ ( 0 −1

0 0

)(
x1

x2

)
=
(

0

0

)}
=
{
x ∈ R2

∣∣∣ x = t
(

1

0

)
(t ∈ R)

}
の基底 p1 =

(
1

0

)
, dim(Wa) = 1.

定理 2から，Bは対角化不可能．
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応用：Anを求める
.
例 (前回の例のつづき)
..

......

A =

(
3 −2 0

−2 3 0

0 0 5

)
の固有値は λ = 1, 5 (2重根).

固有空間W1の基底 p1 =

(
1

1

0

)
, W5の基底 p2 =

(
−1

1

0

)
,p3 =

(
0

0

1

)
,

P = (p1 p2 p3) =

(
1 −1 0

1 1 0

0 0 1

)
とすれば，P−1AP =

(
1 0 0

0 5 0

0 0 5

)
= D.

∴ A = PDP−1.
∴ An = (PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1)(PDP−1)

= (PD���P−1)(��PD���P−1) · · · (��PD���P−1)(��PDP−1) = PDnP−1

=

(
1 −1 0

1 1 0

0 0 1

)(
1n 0 0

0 5n 0

0 0 5n

)(
1
2

1
2

0

− 1
2

1
2

0

0 0 1

)

=

(
1
2
(1 + 5n) 1

2
(1− 5n) 0

1
2
(1− 5n) 1

2
(1 + 5n) 0

0 0 5n

)
.
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.
定理 3
..

......

n× n行列Aの相異なる固有値 λ1, . . . , λkに対する
固有ベクトル p1, . . . ,pkは 1次独立．
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.
定理 4 (定理 3の系)
..
......A：n× n行列が n個の相異なる固有値をもつ⇒ Aは対角化可能．

(証明) 定理 2＋定理 3．
▶ 定理 4の逆 (⇐)は成り立たない

.
定理 2′ [(a) ⇔ (b)は定理 2]
..

......

A：n× n行列．次は同値：
(a) Aは対角化可能；
(b) Aは n個の 1次独立な固有ベクトルをもつ；
(c) Aの固有方程式の解はすべて実数であり，
各固有値 λi (ki重根) に対して，dim(Wλi

) = ki.

(証明) (c) ⇒ (b)は定理 3より従う．(b) ⇒ (c)もよい (各自考える)．
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6.3　直交対角化法；対称行列
.
定理 6
..
......A：n× n行列．Aは直交対角化可能⇒ Aは対称行列, i.e. At = A.

(証明) P−1AP = D (対角行列)かつ P−1 = P t (直交行列)
⇒ At = (PDP−1)t = (PDP t)t = PDP t = PDP−1 = A.
.
注意
..

......

実は，定理 6の逆 (⇐)も成立．つまり，対称行列Aの固有方程式の解は
すべて実数で，各固有値 λi (ki重根) に対して，dim(Wλi

) = ki (定理 2′).

.
例
..

......

対称行列A =

(
3 1 0 0 0
1 3 0 0 0
0 0 2 1 1
0 0 1 2 1
0 0 1 1 2

)
は直交対角化可能であり，固有方程式

det(λ I −A) = (λ− 4)2(λ− 1)2(λ− 2) = 0より，
dim(W4) = 2, dim(W1) = 2, dim(W2) = 1. (各自直接たしかめてみる)
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.
定理 7
..
......対称行列Aの固有値 λ ̸= λ′, p ∈ Wλ,p

′ ∈ Wλ′ ⇒ ⟨p,p′⟩ = 0 (直交).

(証明) p =

 p1
...
pn

, p′ =

 p′1
...
p′n

に対して，⟨p,p′⟩ = pt p′ = 0を示せば

よい．1× 1行列 (a)に対して，(a)t = (a)に注意すれば，
λptp′ = λ(p′ tp)t = λ(p′ tp) = p′ t(λp) = p′ t(Ap) = (ptAtp′)t

= ptAtp′ = ptAp′ = pt(λ′p′) = λ′ptp′.
∴ (λ− λ′)ptp′ = 0. ∴ ptp′ = 0 (∵ λ ̸= λ′).
.
対称行列Aの直交対角化法
..

......

Step 1. Aの各固有空間Wλi
の基底をグラム・シュミットの正規直交化

法を用いて，正規直交基底 pλi,1, . . . ,pλi,ki (dim(Wλi
) = ki)をもとめる．

Step 2. P = (pλ1,1 · · ·pλ1,k1 · · · ) とする．(P は直交行列となる)
Step 3. P−1AP：対角行列となる．
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, p′ =

 p′1
...
p′n

に対して，⟨p,p′⟩ = pt p′ = 0を示せば

よい．1× 1行列 (a)に対して，(a)t = (a)に注意すれば，
λptp′ = λ(p′ tp)t = λ(p′ tp) = p′ t(λp) = p′ t(Ap) = (ptAtp′)t

= ptAtp′ = ptAp′ = pt(λ′p′) = λ′ptp′.
∴ (λ− λ′)ptp′ = 0.

∴ ptp′ = 0 (∵ λ ̸= λ′).
.
対称行列Aの直交対角化法
..

......

Step 1. Aの各固有空間Wλi
の基底をグラム・シュミットの正規直交化

法を用いて，正規直交基底 pλi,1, . . . ,pλi,ki (dim(Wλi
) = ki)をもとめる．

Step 2. P = (pλ1,1 · · ·pλ1,k1 · · · ) とする．(P は直交行列となる)
Step 3. P−1AP：対角行列となる．
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おまけ：ジョルダン標準形

.
定義 (ジョルダン細胞) ・・・ Jordan cell
..

......

次の形の n× n行列をジョルダン細胞という：

Jλ,n =


λ 1 O

. . .
. . .

. . . 1
O λ

.

.
定理 (ジョルダン標準形) ・・・ Jordan normal form
..

......

A：n× n行列．∃P：可逆行列 s.t.

P−1AP =

 Jλ1,n1 O
. . .

O Jλr,nr

.

さらに，ジョルダン細胞の並べ方を除いて一意的に定まる．
▶ 対角化可能⇔ ジョルダン標準形のジョルダン細胞が n個 (∀ni=1)
▶ A ∼ B (相似) ⇔ AとBのジョルダン標準形は一致
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