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4.10　座標；基底変換

.
定理 24
..

......

V：線形空間，v1, . . . ,vn：V の基底．
∀v ∈ V は v = c1v1 + · · ·+ cnvnの形に一意的にあらわされる．

(証明) v1, . . . ,vnは V の基底より，V = Span{v1, . . . ,vn} ∋ v.
一意性は，v1, . . . ,vnが 1次独立より，
v = c1v1 + · · ·+ cnvn = c′1v1 + · · ·+ c′nvn

⇒ (c1 − c′1)v1 + · · ·+ (cn − c′n)vn = o ⇒ c1 = c′1, . . . , cn = c′n.

.
定義 (座標ベクトル，座標行列)
..

......

定理 24の c1, . . . , cnを基底 S = {v1, . . . ,vn}に関する vの座標；

(v)S := (c1, . . . , cn)を基底 Sに関する vの座標ベクトル；

[v]S :=

 c1
...
cn

を基底 Sに関する vの座標行列という．
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.
例
..

......

v1 = (1, 2, 1),v2 = (2, 9, 0),v3 = (3, 3, 4) ∈ R3 はR3の基底．

(∵
∣∣∣ 1 2 1

2 9 0
3 3 4

∣∣∣ = −1 ̸= 0)

v = (5,−1, 9)の S = {v1,v2,v3}に関する座標ベクトル，座標行列は

(v)S = (1,−1, 2), [v]S =

 1
−1
2

. (∵ v = v1 − v2 + 2v3)

.
定理 25
..

......

V：内積空間，dimV = n, S = {v1, . . . ,vn}：V の正規直交基底，
(u)S = (u1, . . . , un), (u

′)S = (u′1, . . . , u
′
n).

(a) ||u|| =
√

u21 + · · ·+ u2n;
(b) d(u,u′) =

√
(u1 − u′1)

2 + · · ·+ (un − u′n)
2;

(c) ⟨u,u′⟩ = u1u
′
1 + · · ·+ unu

′
n.

(証明) 略．
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.
基底変換問題
..

......

V：線形空間，B, B′：V の基底，v ∈ V .
座標行列 [v]B と [v]B′ の関係は？

• dimV = 2の場合を考える．

B = {u1,u2}, B′ = {u′
1,u

′
2}とし，[u1]B′ =

(
a
b

)
, [u2]B′ =

(
c
d

)
.

つまり，

{
u1 = au′

1 + bu′
2

u2 = cu′
1 + du′

2

とする．∀v ∈ V に対して，[v]B =

(
k1
k2

)
.

つまり，v = k1u1 + k2u2とすると，v =
k1(au

′
1 + bu′

2) + k2(cu
′
1 + du′

2) = (k1a+ k2c)u
′
1 + (k1b+ k2d)u

′
2より，

[v]B′ =

(
k1a+ k2c
k1b+ k2d

)
=

(
a c
b d

)(
k1
k2

)
=

(
a c
b d

)
[v]B.

∴ [v]B′ = P [v]B. 但し，P =

(
a c
b d

)
=

(
[u1]B′ [u2]B′

)
.

▶ dimV = nの場合も，同様に以下が成り立つ：
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1, . . . ,u

′
n} に変換する

とき，v ∈ V に対して，[v]B′ = P [v]B.

但し，P =
(
[u1]B′ · · · [un]B′

)
. (P をBからB′への変換行列という)
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例
..

......
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)(
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2
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=
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−3
5

)
. 実際，v = −3u′

1 + 5u′
2.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 10 回 5 / 8



.
定理 (基底変換問題の解)
..

......

線形空間 V の基底B = {u1, . . . ,un}からB′ = {u′
1, . . . ,u

′
n} に変換する

とき，v ∈ V に対して，[v]B′ = P [v]B.

但し，P =
(
[u1]B′ · · · [un]B′

)
. (P をBからB′への変換行列という)

.
例
..

......

V = R2, 基底B =

{
u1 =

(
1
0

)
,u2 =

(
0
1

)}
,

B′ =

{
u′
1 =

(
1
1

)
,u′

2 =

(
2
1

)}
.

[v]B = v.{
u1 = −u′

1 + u′
2

u2 = 2u′
1 − u′

2

より，[u1]B′ =

(
−1
1

)
, [u2]B′ =

(
2
−1

)
.

∴ P =

(
−1 2
1 −1

)
. v =

(
7
2

)
とすると，[v]B′ = P [v]B=

P v =

(
−1 2
1 −1

)(
7
2

)
=

(
−3
5

)
. 実際，v = −3u′

1 + 5u′
2.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 10 回 5 / 8



.
定理 (基底変換問題の解)
..

......

線形空間 V の基底B = {u1, . . . ,un}からB′ = {u′
1, . . . ,u

′
n} に変換する

とき，v ∈ V に対して，[v]B′ = P [v]B.

但し，P =
(
[u1]B′ · · · [un]B′

)
. (P をBからB′への変換行列という)

.
例
..

......

V = R2, 基底B =

{
u1 =

(
1
0

)
,u2 =

(
0
1

)}
,

B′ =

{
u′
1 =

(
1
1

)
,u′

2 =

(
2
1

)}
. [v]B = v.

{
u1 = −u′

1 + u′
2

u2 = 2u′
1 − u′

2

より，[u1]B′ =

(
−1
1

)
, [u2]B′ =

(
2
−1

)
.

∴ P =

(
−1 2
1 −1

)
. v =

(
7
2

)
とすると，[v]B′ = P [v]B=

P v =

(
−1 2
1 −1

)(
7
2

)
=

(
−3
5

)
. 実際，v = −3u′

1 + 5u′
2.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 10 回 5 / 8



.
定理 (基底変換問題の解)
..

......

線形空間 V の基底B = {u1, . . . ,un}からB′ = {u′
1, . . . ,u

′
n} に変換する

とき，v ∈ V に対して，[v]B′ = P [v]B.

但し，P =
(
[u1]B′ · · · [un]B′

)
. (P をBからB′への変換行列という)

.
例
..

......

V = R2, 基底B =

{
u1 =

(
1
0

)
,u2 =

(
0
1

)}
,

B′ =

{
u′
1 =

(
1
1

)
,u′

2 =

(
2
1

)}
. [v]B = v.{

u1 = −u′
1 + u′

2

u2 = 2u′
1 − u′

2

より，

[u1]B′ =

(
−1
1

)
, [u2]B′ =

(
2
−1

)
.

∴ P =

(
−1 2
1 −1

)
. v =

(
7
2

)
とすると，[v]B′ = P [v]B=

P v =

(
−1 2
1 −1

)(
7
2

)
=

(
−3
5

)
. 実際，v = −3u′

1 + 5u′
2.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 10 回 5 / 8



.
定理 (基底変換問題の解)
..

......

線形空間 V の基底B = {u1, . . . ,un}からB′ = {u′
1, . . . ,u

′
n} に変換する

とき，v ∈ V に対して，[v]B′ = P [v]B.

但し，P =
(
[u1]B′ · · · [un]B′

)
. (P をBからB′への変換行列という)

.
例
..

......

V = R2, 基底B =

{
u1 =

(
1
0

)
,u2 =

(
0
1

)}
,

B′ =

{
u′
1 =

(
1
1

)
,u′

2 =

(
2
1

)}
. [v]B = v.{

u1 = −u′
1 + u′

2

u2 = 2u′
1 − u′

2

より，[u1]B′ =

(
−1
1

)
, [u2]B′ =

(
2
−1

)
.

∴ P =

(
−1 2
1 −1

)
. v =

(
7
2

)
とすると，[v]B′ = P [v]B=

P v =

(
−1 2
1 −1

)(
7
2

)
=

(
−3
5

)
. 実際，v = −3u′

1 + 5u′
2.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 10 回 5 / 8



.
定理 (基底変換問題の解)
..

......

線形空間 V の基底B = {u1, . . . ,un}からB′ = {u′
1, . . . ,u

′
n} に変換する

とき，v ∈ V に対して，[v]B′ = P [v]B.

但し，P =
(
[u1]B′ · · · [un]B′

)
. (P をBからB′への変換行列という)

.
例
..

......

V = R2, 基底B =

{
u1 =

(
1
0

)
,u2 =

(
0
1

)}
,

B′ =

{
u′
1 =

(
1
1

)
,u′

2 =

(
2
1

)}
. [v]B = v.{

u1 = −u′
1 + u′

2

u2 = 2u′
1 − u′

2

より，[u1]B′ =

(
−1
1

)
, [u2]B′ =

(
2
−1

)
.

∴ P =

(
−1 2
1 −1

)
.

v =

(
7
2

)
とすると，[v]B′ = P [v]B=

P v =

(
−1 2
1 −1

)(
7
2

)
=

(
−3
5

)
. 実際，v = −3u′

1 + 5u′
2.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 10 回 5 / 8



.
定理 (基底変換問題の解)
..

......

線形空間 V の基底B = {u1, . . . ,un}からB′ = {u′
1, . . . ,u

′
n} に変換する

とき，v ∈ V に対して，[v]B′ = P [v]B.

但し，P =
(
[u1]B′ · · · [un]B′

)
. (P をBからB′への変換行列という)

.
例
..

......

V = R2, 基底B =

{
u1 =

(
1
0

)
,u2 =

(
0
1

)}
,

B′ =

{
u′
1 =

(
1
1

)
,u′

2 =

(
2
1

)}
. [v]B = v.{

u1 = −u′
1 + u′

2

u2 = 2u′
1 − u′

2

より，[u1]B′ =

(
−1
1

)
, [u2]B′ =

(
2
−1

)
.

∴ P =

(
−1 2
1 −1

)
. v =

(
7
2

)
とすると，

[v]B′ = P [v]B=

P v =

(
−1 2
1 −1

)(
7
2

)
=

(
−3
5

)
. 実際，v = −3u′

1 + 5u′
2.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 10 回 5 / 8



.
定理 (基底変換問題の解)
..

......

線形空間 V の基底B = {u1, . . . ,un}からB′ = {u′
1, . . . ,u

′
n} に変換する

とき，v ∈ V に対して，[v]B′ = P [v]B.

但し，P =
(
[u1]B′ · · · [un]B′

)
. (P をBからB′への変換行列という)

.
例
..

......

V = R2, 基底B =

{
u1 =

(
1
0

)
,u2 =

(
0
1

)}
,

B′ =

{
u′
1 =

(
1
1

)
,u′

2 =

(
2
1

)}
. [v]B = v.{

u1 = −u′
1 + u′

2

u2 = 2u′
1 − u′

2

より，[u1]B′ =

(
−1
1

)
, [u2]B′ =

(
2
−1

)
.

∴ P =

(
−1 2
1 −1

)
. v =

(
7
2

)
とすると，[v]B′ = P [v]B

=

P v =

(
−1 2
1 −1

)(
7
2

)
=

(
−3
5

)
. 実際，v = −3u′

1 + 5u′
2.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 10 回 5 / 8



.
定理 (基底変換問題の解)
..

......

線形空間 V の基底B = {u1, . . . ,un}からB′ = {u′
1, . . . ,u

′
n} に変換する

とき，v ∈ V に対して，[v]B′ = P [v]B.

但し，P =
(
[u1]B′ · · · [un]B′

)
. (P をBからB′への変換行列という)

.
例
..

......

V = R2, 基底B =

{
u1 =

(
1
0

)
,u2 =

(
0
1

)}
,

B′ =

{
u′
1 =

(
1
1

)
,u′

2 =

(
2
1

)}
. [v]B = v.{

u1 = −u′
1 + u′

2

u2 = 2u′
1 − u′

2

より，[u1]B′ =

(
−1
1

)
, [u2]B′ =

(
2
−1

)
.

∴ P =

(
−1 2
1 −1

)
. v =

(
7
2

)
とすると，[v]B′ = P [v]B=

P v =

(
−1 2
1 −1

)(
7
2

)
=

(
−3
5

)
.

実際，v = −3u′
1 + 5u′

2.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 10 回 5 / 8



.
定理 (基底変換問題の解)
..

......

線形空間 V の基底B = {u1, . . . ,un}からB′ = {u′
1, . . . ,u

′
n} に変換する

とき，v ∈ V に対して，[v]B′ = P [v]B.

但し，P =
(
[u1]B′ · · · [un]B′

)
. (P をBからB′への変換行列という)

.
例
..

......

V = R2, 基底B =

{
u1 =

(
1
0

)
,u2 =

(
0
1

)}
,

B′ =

{
u′
1 =

(
1
1

)
,u′

2 =

(
2
1

)}
. [v]B = v.{

u1 = −u′
1 + u′

2

u2 = 2u′
1 − u′

2

より，[u1]B′ =

(
−1
1

)
, [u2]B′ =

(
2
−1

)
.

∴ P =

(
−1 2
1 −1

)
. v =

(
7
2

)
とすると，[v]B′ = P [v]B=

P v =

(
−1 2
1 −1

)(
7
2

)
=

(
−3
5

)
. 実際，v = −3u′

1 + 5u′
2.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 10 回 5 / 8



.
定理 26
..

......

基底BからB′への変換行列を P とする．
(1) P は可逆 (正則);
(2) P−1はB′からBへの変換行列．

(証明) [v]B′ = P [v]B, [v]B = Q[v]B′ ⇒ [v]B = QP [v]B. v ∈ V は任意
より，[v]B = ei (標準単位ベクトル)とすれば，QP = IでQ = P−1.

▶ [v]B′ = P [v]B ⇒ [v]B = P−1[v]B′

.
定義 (直交行列)
..

......A
−1 = Atなる正方行列Aを直交行列という．

.
定理 27
..

......

V：内積空間，dimV < ∞. B, B′：V の正規直交基底．
[v]B′ = P [v]B ⇒ P は直交行列, i.e. P−1 = P t.

(証明) 略．(興味があれば，各自考えたり，調べたりしてみる)
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(証明) 略．(興味があれば，各自考えたり，調べたりしてみる)
(⟨x,y⟩ = x • y = xt y：ユークリッド内積に注意)
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(a) ⇔ (b) 同様に，行についてA(At)を考えればよい．(a) ⇔ (e)
⟨x,y⟩ = xt yより，⟨Ax,y⟩ = ⟨x, Aty⟩から従う．(d) 各自考えてみる．

▶ 教 pp.243～247練習問題 4.10を各自みておく
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