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5.4　行列の相似性
.
定理 5
..

......

V：線形空間，dim(V ) < ∞. T : V → V：V 上の 1次変換，
A：V の基底Bに関する T の行列，A′：V の基底B′に関する T の行列
⇒ A′ = P−1AP . 但し，[x]B = P [x]B′ . (P はB′からBへの変換行列)

(証明) Au = vを u
A−→ vとかくと，(可換図式とよばれる)次をえる：

[x]B
A−−−−→ [T (x)]B

P

x yP−1

[x]B′
A′

−−−−−→
P−1AP

[T (x)]B′ .

∴ A′[x]B′ = P−1AP [x]B′ .
x ∈ V は任意であるから，B′ =
{v1, . . . ,vn}に対して，x = viとすれ
ば，[vi]B′ = ei (標準単位ベクトル).
∴ A′ = P−1AP .
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.
定義 (対角行列)
..

......

D =


d1 0 · · · 0

0
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · 0 dn

を対角行列という． (対角・・・diagonal)

.
定義 (相似)
..

......

A,A′：正方行列．

A′はAに相似 def⇐⇒ ∃P s.t. A′ = P−1AP . (相似・・・similar)
AはA′に相似のとき，A ∼ A′とかく．

.
注意
..

......

相似 (∼)は同値関係，i.e. A ∼ A (反射律), A ∼ A′ ⇒ A′ ∼ A (対称律),
A ∼ A′, A′ ∼ A′′ ⇒ A ∼ A′′ (推移律) をみたす．(∵ 各自考える)
−→ n× n行列全体はいくつかの同値類に類別 (クラス分け)される．
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.
例
..

......

V = R
2, T = TA : R2 → R

2, x 7→ Ax, A =

(
1 1
−2 4

)
.

B = {e1, e2}, e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
,

B′ = {u1,u2}, u1 =

(
1
1

)
, u2 =

(
1
2

)
.

P = ([u1]B [u2]B) =

(
1 1
1 2

)
であるから，

A′ = P−1AP =

(
2 −1
−1 1

)(
1 1
−2 4

)(
1 1
1 2

)
=

(
2 0
0 3

)
.

∴ A ∼ A′ (相似). (Aは基底変換によって対角行列A′とできる)

.
注意
..
......定理 5より「T : V → V を表す行列は (基底変換によって)相似」

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 4 / 9



.
例
..

......

V = R
2, T = TA : R2 → R

2, x 7→ Ax, A =

(
1 1
−2 4

)
.

B = {e1, e2}, e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
,

B′ = {u1,u2}, u1 =

(
1
1

)
, u2 =

(
1
2

)
.

P = ([u1]B [u2]B) =

(
1 1
1 2

)
であるから，

A′ = P−1AP =

(
2 −1
−1 1

)(
1 1
−2 4

)(
1 1
1 2

)
=

(
2 0
0 3

)
.

∴ A ∼ A′ (相似). (Aは基底変換によって対角行列A′とできる)

.
注意
..
......定理 5より「T : V → V を表す行列は (基底変換によって)相似」

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 4 / 9



.
例
..

......

V = R
2, T = TA : R2 → R

2, x 7→ Ax, A =

(
1 1
−2 4

)
.

B = {e1, e2}, e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
,

B′ = {u1,u2}, u1 =

(
1
1

)
, u2 =

(
1
2

)
.

P = ([u1]B [u2]B) =

(
1 1
1 2

)
であるから，

A′ = P−1AP =

(
2 −1
−1 1

)(
1 1
−2 4

)(
1 1
1 2

)
=

(
2 0
0 3

)
.

∴ A ∼ A′ (相似). (Aは基底変換によって対角行列A′とできる)

.
注意
..
......定理 5より「T : V → V を表す行列は (基底変換によって)相似」

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 4 / 9



.
例
..

......

V = R
2, T = TA : R2 → R

2, x 7→ Ax, A =

(
1 1
−2 4

)
.

B = {e1, e2}, e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
,

B′ = {u1,u2}, u1 =

(
1
1

)
, u2 =

(
1
2

)
.

P = ([u1]B [u2]B) =

(
1 1
1 2

)
であるから，

A′ = P−1AP =

(
2 −1
−1 1

)(
1 1
−2 4

)(
1 1
1 2

)
=

(
2 0
0 3

)
.

∴ A ∼ A′ (相似). (Aは基底変換によって対角行列A′とできる)

.
注意
..
......定理 5より「T : V → V を表す行列は (基底変換によって)相似」

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 4 / 9



.
例
..

......

V = R
2, T = TA : R2 → R

2, x 7→ Ax, A =

(
1 1
−2 4

)
.

B = {e1, e2}, e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
,

B′ = {u1,u2}, u1 =

(
1
1

)
, u2 =

(
1
2

)
.

P = ([u1]B [u2]B) =

(
1 1
1 2

)
であるから，

A′ = P−1AP =

(
2 −1
−1 1

)(
1 1
−2 4

)(
1 1
1 2

)
=

(
2 0
0 3

)
.

∴ A ∼ A′ (相似).

(Aは基底変換によって対角行列A′とできる)

.
注意
..
......定理 5より「T : V → V を表す行列は (基底変換によって)相似」

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 4 / 9



.
例
..

......

V = R
2, T = TA : R2 → R

2, x 7→ Ax, A =

(
1 1
−2 4

)
.

B = {e1, e2}, e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
,

B′ = {u1,u2}, u1 =

(
1
1

)
, u2 =

(
1
2

)
.

P = ([u1]B [u2]B) =

(
1 1
1 2

)
であるから，

A′ = P−1AP =

(
2 −1
−1 1

)(
1 1
−2 4

)(
1 1
1 2

)
=

(
2 0
0 3

)
.

∴ A ∼ A′ (相似). (Aは基底変換によって対角行列A′とできる)

.
注意
..
......定理 5より「T : V → V を表す行列は (基底変換によって)相似」

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 4 / 9



.
例
..

......

V = R
2, T = TA : R2 → R

2, x 7→ Ax, A =

(
1 1
−2 4

)
.

B = {e1, e2}, e1 =
(

1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
,

B′ = {u1,u2}, u1 =

(
1
1

)
, u2 =

(
1
2

)
.

P = ([u1]B [u2]B) =

(
1 1
1 2

)
であるから，

A′ = P−1AP =

(
2 −1
−1 1

)(
1 1
−2 4

)(
1 1
1 2

)
=

(
2 0
0 3

)
.

∴ A ∼ A′ (相似). (Aは基底変換によって対角行列A′とできる)

.
注意
..
......定理 5より「T : V → V を表す行列は (基底変換によって)相似」

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 4 / 9



第６章　固有値，固有ベクトル

.
定義 (固有値，固有ベクトル)
..

......

A：n× n行列．
Ax = λx をみたす x ∈ R

n (x ̸= o)をAの (λに対する) 固有ベクトル，

λ ∈ RをAの固有値という．
(固有ベクトル・・・eigenvector，固有値・・・eigenvalue)

.
例
..

......

A =

(
3 0
8 −1

)
.

A

(
1
2

)
=

(
3
6

)
= 3

(
1
2

)
より，

x =

(
1
2

)
はAの固有値 3に対する固有ベクトル．
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.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？

λ ∈ RがAの固有値
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ). ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)
= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？
λ ∈ RがAの固有値

⇔ ∃x ∈ R
n (x ̸= o) s.t. Ax = λx

⇔ ∃x ∈ R
n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ). ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)
= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？
λ ∈ RがAの固有値
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx

⇔ ∃x ∈ R
n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ). ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)
= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？
λ ∈ RがAの固有値
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ). ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)
= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？
λ ∈ RがAの固有値
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ). ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)
= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？
λ ∈ RがAの固有値
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ). ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)
= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？
λ ∈ RがAの固有値
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ).

∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)
= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？
λ ∈ RがAの固有値
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ). ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)
= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？
λ ∈ RがAの固有値
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ). ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)

= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？
λ ∈ RがAの固有値
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ). ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)
= λ2 − 3λ+ 2

= (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
問
..

......

Aの固有値は (いくつ)存在するか？
λ ∈ RがAの固有値
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx
⇔ ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. (λ I −A)x = o

⇔ λ ∈ Rは固有方程式 det(λ I −A) = 0をみたす．

.
例
..

......

A =

(
3 2
−1 0

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 1, 2 (のみ). ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ− 3 −2
1 λ

)
= λ2 − 3λ+ 2 = (λ− 1)(λ− 2) = 0.

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 線形代数 IIA 第 14 回 6 / 9



.
例
..

......

A =

(
−2 −1
5 2

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値はなし． ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ+ 2 1
−5 λ− 2

)
= λ2 + 1 > 0 より解なし．

.
例
..

......

A =

(
2 1 0

3 2 0

0 0 4

)
の固有値を (すべて)求めよ．

Aの固有値は λ = 4, 2 +
√
3, 2−

√
3． ∵ Aの固有方程式 det(λ I −A)

= det

(
λ − 2 −1 0

−3 λ − 2 0

0 0 λ − 4

)
= λ3− 8λ+17λ− 4= (λ− 4)(λ2− 4λ+1) = 0.

.
注意
..
......A：n× n行列⇒ Aの固有値は n個以下．
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▶ まとめると・・・
.
定理 1
..

......

A：n× n行列．次は同値：
(a) λはAの固有値；
(b) (λ I −A)x = oは自明でない解 x ̸= oをもつ；
(c) ∃x ∈ R

n (x ̸= o) s.t. Ax = λx;
(d) λは固有方程式 det(λ I −A) = 0の実数解．

.
定義 (固有空間)
..

......

Wλ = {x ∈ R
n | (λI −A)x = o} ⊂ R

n：解空間を
Aの固有値 λに対する固有空間という．

▶ Wλ = {Aの λに対する固有ベクトル } ∪ {o}
.
注意
..

......

固有値，固有ベクトル，固有空間は一般の V ̸= R
nに対して定義できる．

(教 pp. 292～293)
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.
例
..

......

A =

(
3 −2 0

−2 3 0

0 0 5

)
の (各固有値に対する)固有空間を求めよ．

Aの固有方程式

det(λ I −A) = det

(
λ − 3 2 0

2 λ − 3 0

0 0 λ − 5

)
= (λ− 1)(λ− 5)2 = 0より，

Aの固有値は λ = 1, 5 (2重根).

Wλ =

{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ R

3

∣∣∣∣ ( λ − 3 2 0

2 λ − 3 0

0 0 λ − 5

)(
x1

x2

x3

)
=

(
0

0

0

)}
より，

W1 =

{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ R

3

∣∣∣∣ ( −2 2 0

2 −2 0

0 0 −4

)(
x1

x2

x3

)
=

(
0

0

0

)}
各自
=

{
x ∈ R

3

∣∣∣∣ x = t

(
1

1

0

)
(t ∈ R)

}
.

W5 =

{
x =

(
x1

x2

x3

)
∈ R

3

∣∣∣∣ ( 2 2 0

2 2 0

0 0 0

)(
x1

x2

x3

)
=

(
0

0

0

)}
各自
=

{
x ∈ R

3

∣∣∣∣ x = s

(
−1

1

0

)
+ t

(
0

0

1

)
(s, t ∈ R)

}
.

∴ dim(W1) = 1, dim(W5) = 2. (1次独立な固有ベクトルが 2つある！)
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