
はじめに　 (数学基礎B2)

数学基礎 B　＝　線形代数

教科書　「要点明解 線形数学」培風館

(第１章　ベクトル)

(第２章　行列)

(第３章　連立 1次方程式)

▶ 第４章　行列式
▶ 第５章　行列の対角化

講義の情報　 http://mathweb.sc.niigata-u.ac.jp/˜hoshi/teaching-j.html

シラバス　 LINK

▶ ノートを取りながら講義を聴くこと．
(ノートを回収して確認する可能性があります)

▶ 講義−→小テスト (理解度確認テスト，学務情報システム内)
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.
命題
..

......

A：n次正方行列，fA(t) = |t E −A|：Aの固有多項式とする．
(1) fP−1AP (t) = fA(t);

(2) P−1AP =


λ1 0 · · · 0

0 λ2

. . .
.
.
.

.

.

.
. . .

. . . 0
0 · · · 0 λn

 ⇒ fA(t) = (t− λ1) · · · (t− λn).

∵ (1) |AB| = |A| |B|と |A−1| = 1

|A|
より，fP−1AP (t) = |t E − P−1AP |

= |P−1(t E −A)P | = |P−1| |t E −A| |P | =
�
�
�1

|P |
|t E −A|��|P | = |t E −A|

= fA(t). (2)も (1)よりOK.

▶ Aが対角化可能⇒ fA(t) = (t−λ1)
n1 · · · (t−λk)

nk (λi ∈ R：重複なし)
(fA(t) = 0は (重複度込みで) n個の実数解をもつ：n = n1 + · · ·+ nk)

▶ 逆に，各固有値 λiに対して，(A− λiE)pi,j = oなる固有ベクトル
pi,1, . . . ,pi,ni が λiの重複度分 ni個存在して，各 pi,j を並べた行列 P
が正則 (|P | ̸= 0)ならば，Aは対角化可能．
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.
定理 5.2
..

......

A：n次正方行列，fA(t) = |t E −A|：Aの固有多項式とする．
fA(t) = (t− λ1)

n1 · · · (t− λk)
nk (λi ∈ R：重複なし),

rank(A− λiE) = n− ni (1 ≤ i ≤ k)
⇒ Aは対角化可能．

.
例
..

......

A =

 1 3 2
2 2 2
3 1 2

. Aの固有多項式

fA(t) =

∣∣∣∣∣∣
t− 1 −3 −2
−2 t− 2 −2
−3 −1 t− 2

∣∣∣∣∣∣ = t(t+ 1)(t− 6).

Aの固有値 λ1 = 0, λ2 = −1, λ3 = 6.
rank(A− 0 · E) = 2, rank(A− (−1) · E) = 2, rank(A− 6 · E) = 2.
定理 5.2より，Aは対角化可能． (各自，確認する)
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▶ 次に，PT = P−1となる P を選べる場合について考える

.
定義
..

......P
TP = Enとなる正方行列 P を直交行列という．・・・PT = P−1となる

.
定義
..

......

A：n× n行列．

A：直交対角化可能
定義⇐⇒ 直交行列 P で P−1AP を対角行列にできる．

(対角化可能) (正則行列 P )

.
注意
..

......

P−1AP = D (対角行列)とする．Aは直交対角化可能とすると，

P：直交行列
定義⇐⇒ P−1 = PT

⇒ A = PDPT

⇒ AT = PDTPT = PDPT (∵ DT = D)
⇒ AT = A ⇒ Aは対称行列. ・・・実は，逆も成り立つ
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.
定理 5.3
..

......

A：正方行列．
A：直交対角化可能⇔ A：対称行列．

.
定義
..

......

x =

 x1
...
xn

, y =

 y1
...
yn

 ∈ Rn.

xと yの内積 ⟨x,y⟩ = x1y1 + · · ·+ xnyn (= xT y)が定義されていると
き，RnをEnと書き，n次元ユークリッド空間という．
このときの座標を，正規直交座標という．

▶ この座標は原点 oを通り，n個のベクトル

e1 =

 1
0
0.
.
.
0

, e2 =

 0
1
0.
.
.
0

, . . . , en =

 0
0.
.
.
0
1

 ∈ Enを座標軸に含む．

e1, . . . , enをEnの標準基底という．
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.
例
..

......

A, B：n× n行列．x,y ∈ Enに対して，⟨x,y⟩ = xT yに注意する．

Aの i行の転置をAi, Bの j列を bj とすれば，

AB =

 AT
1
...
AT

n


 b1 · · · bn

 =

 ⟨A1,b1⟩ · · · ⟨A1,bn⟩
...

. . .
...

⟨An,b1⟩ · · · ⟨An,bn⟩

.

特に，PTP = Enのときを考えれば，

P =

 p1 · · · pn

が直交行列⇔ ⟨pi,pj⟩ = δij :=

{
1 (i = j)

0 (i ̸= j).

この δij をクロネッカーのデルタという．

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 数学基礎 B2 第５回 6 / 7



.
例
..

......

A, B：n× n行列．x,y ∈ Enに対して，⟨x,y⟩ = xT yに注意する．
Aの i行の転置をAi, Bの j列を bj とすれば，

AB =

 AT
1
...
AT

n


 b1 · · · bn

 =

 ⟨A1,b1⟩ · · · ⟨A1,bn⟩
...

. . .
...

⟨An,b1⟩ · · · ⟨An,bn⟩

.

特に，PTP = Enのときを考えれば，

P =

 p1 · · · pn

が直交行列⇔ ⟨pi,pj⟩ = δij :=

{
1 (i = j)

0 (i ̸= j).

この δij をクロネッカーのデルタという．

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 数学基礎 B2 第５回 6 / 7



.
例
..

......

A, B：n× n行列．x,y ∈ Enに対して，⟨x,y⟩ = xT yに注意する．
Aの i行の転置をAi, Bの j列を bj とすれば，

AB =

 AT
1
...
AT

n


 b1 · · · bn

 =

 ⟨A1,b1⟩ · · · ⟨A1,bn⟩
...

. . .
...

⟨An,b1⟩ · · · ⟨An,bn⟩

.

特に，PTP = Enのときを考えれば，

P =

 p1 · · · pn

が直交行列⇔ ⟨pi,pj⟩ = δij :=

{
1 (i = j)

0 (i ̸= j).

この δij をクロネッカーのデルタという．

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 数学基礎 B2 第５回 6 / 7



.
例
..

......

A, B：n× n行列．x,y ∈ Enに対して，⟨x,y⟩ = xT yに注意する．
Aの i行の転置をAi, Bの j列を bj とすれば，

AB =

 AT
1
...
AT

n


 b1 · · · bn

 =

 ⟨A1,b1⟩ · · · ⟨A1,bn⟩
...

. . .
...

⟨An,b1⟩ · · · ⟨An,bn⟩

.

特に，PTP = Enのときを考えれば，

P =

 p1 · · · pn

が直交行列⇔ ⟨pi,pj⟩ = δij :=

{
1 (i = j)

0 (i ̸= j).

この δij をクロネッカーのデルタという．

星　明考 (新潟大学理学部数学プログラム) 数学基礎 B2 第５回 6 / 7



5.2　正規直交化法と直交対角化法
.
定理 5.4 (内積の性質)
..

......

x,y, z ∈ En, c ∈ R.
(1) ⟨x,x⟩ ≥ 0. ⟨x,x⟩ = 0 ⇔ x = o.
(2) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩, ⟨x,y + z⟩ = ⟨x,y⟩+ ⟨x, z⟩.
(3) ⟨cx,y⟩ = c ⟨x,y⟩, ⟨x, cy⟩ = c ⟨x,y⟩.
(4) ⟨x,y⟩ = ⟨y,x⟩.

.
定義
..

......

x ∈ En.
xの大きさ ||x|| :=

√
⟨x,x⟩. (内積の定義から，||x|| =

√
x21 + · · ·+ x2n)

.
例
..

......

x =
(

3
4

)
∈ E2 の大きさは，||x|| =

√
32 + 42 = 5.
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