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概要

本論文は，岩澤健吉氏によって創始された岩澤理論における岩澤類数公式に焦点をあて

て，著者が学んできたことを計算例とともにまとめたものである．

ガロア拡大 K/k のガロア群が p 進整数環 Zp の加法群に位相同型であるとき，拡大
K/k を Zp 拡大という．有限次代数体 k の Zp 拡大体を K とすると，K/k の中間体は

k = k0 ⊂ k1 ⊂ k2 ⊂ · · · ⊂ kn ⊂ · · · ⊂ K（kn は k 上 pn 次の中間体）とあらわせる．こ

の中間体の類数の p部分の挙動を記述するのが岩澤類数公式である．

1章では，Zp の元である p進整数について解説する．まず 1.1節では，p進整数の定義

と p進整数のなす環 Zp について復習する．また，p進整数環 Zp の商体である p進数体

Qp の異なった見方をそれぞれ 1.2節と 1.3節で与える．これにより p進整数への理解が

より深まることを期待している．

2 章では，実際に Zp 拡大を構成する．2.1 節では，そのための準備として群論の命題

を述べる．2.2節では，2.1節で与えた命題を用いて，基本的な Zp 拡大である円分 Zp 拡
大を構成する．その際，pが 2であるか奇素数であるかで違いが生じるので，その点を例

2.3で紹介する．

3章では，岩澤理論における一つの主人公である岩澤代数をあつかう．岩澤代数は，あ

る群環の逆極限として自然に現れる対象であるが，J-P. Serreによって一変数形式的冪級

数環 Λとの間の同型が示された．これにより，一変数形式的冪級数環 Λを調べることが

重要となり，3.1節では，Λおよびその中で重要な役割を演じる distinguished多項式につ

いて述べる．また，証明は割愛したが，岩澤類数公式と本質的に関わりのある有限生成 Λ

加群の構造定理も紹介する．3.2節では，4章へ向けて岩澤代数の定義を紹介し，一変数

冪級数環 Λとの間の同型を証明する．3章を通じて Zp をより一般化した，Qp の有限次
拡大体の整数環を扱う．この点で，Λが UFDであることや補題 3.10の証明においては，

それぞれ参考とした [市村]，[福田 2]よりも一般的な形で説明するように工夫している．

4章では，岩澤類数公式を示すことを目標とする．まず，4.1節において岩澤理論にお

けるもう一つの主人公である岩澤加群をあつかう．これはイデアル類群の p部分の逆極限

として定義され，岩澤代数が自然に作用している．これはまた，類体論によってガロア群

の p部分の逆極限と同型である．4.2節では，いよいよ岩澤類数公式を示す．岩澤加群へ

の岩澤代数の作用をガロア群の p部分の逆極限 X への Λの作用としてとらえ，その作用

の仕方を見ていく．X は有限生成ねじれ Λ加群であることを示し，3章の有限生成 Λ加

群の構造定理によって，そのおおまかな構造が得られる．この得られた構造などを調べる



ことによって，類数の p部分への寄与をあぶりだし，岩澤類数公式が示される．4.3節で

は，岩澤多項式に関する計算例を紹介する．不慣れな読者を想定して PARI/GP の基本

的な使い方から説明するようにした．本題である計算の部分では，立教大学の水澤靖氏に

よって作成された，PARI/GPのプログラムである Iwapoly.gpを用い，1 < m < 106 の

範囲において，虚 2次体 Q(
√
−m)の円分 Z3 拡大の岩澤 λ不変量と岩澤多項式を計算し

ている．

5章では，著者が岩澤理論を学んでいく中で興味をもった非アーベル岩澤理論に関する

話題を扱う．早稲田大学の尾崎学氏が書かれた論文 [尾崎]に基づいて，比較的最近の研究

結果などについて紹介する．
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1 p進整数

1章では，素数 pごとに定まる p進整数とその性質について復習する．1.1節では p進

整数の定義とその基本的な性質について述べ，1.2節，1.3節では異なる視点からの p進整

数の捉え方について述べている．1章の内容は主に [斎藤]，[ノイキルヒ]に基づいている．

1.1 p進整数と p進数

この節では，主に [斎藤, 7章]に基づいて，p進整数の定義と基本的な性質について述

べる．

環 Rに対し R× で Rの乗法群をあらわすこととする．

pを素数とする．非負整数 0 ≤ n ≤ mに対し，Z/pmZから Z/pnZへは自然な準同型

φn,m : Z/pmZ −→ Z/pnZ ; a mod pm 7−→ a mod pn

が定まる．このとき (Z/pnZ, φn,m)は逆系をなし，その逆極限 Zp = lim←−Z/pnZを p進

整数環，Zp の元を p進整数という．x = (xn)n≥0 ∈ Zp に対し

xn = x mod pn+1

とかくことにする．単射準同型

Z −→ Zp ; a 7−→ (a, a, . . . , a)

によって Zは Zp の部分環となる．
(ak)k≥0 を整数の列とする．このとき各 n ≥ 0に対し

xn =
n∑
k=0

akp
k mod pn+1

とすれば x = (xn)n≥0 ∈ Zp となる．このとき

x =
∞∑
k=0

akp
k

とかくことにする．
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定理 1.1 ([斎藤, page 130, 定理 7.4]参照). p進整数 x ∈ Zp に対し，整数の列 (ak)k≥0

(0 ≤ ak ≤ p− 1)が一意的に存在し

x =
∞∑
k=0

akp
k

とかける．これを xの p進展開という．

証明. x = (xn)n≥0 ∈ Zp とする．各 n ≥ 0に対し

xn =
n∑
k=0

akp
k mod pn+1

を満たす数列 (ak)k≥0 (0 ≤ ak ≤ p− 1)が一意的に存在することを示せばよい．n = 0に

対する条件を考えると 0 ≤ a0 ≤ p− 1は一意的に定まる．n ≥ 1に対し a0, . . . , an−1 が

一意的に定まっているとする．このとき

φn−1,n

(
xn −

(
n−1∑
k=0

akp
k mod pn+1

))
= φn−1,n(xn)− φn−1,n

(
n−1∑
k=0

akp
k mod pn+1

)

= xn−1 −

(
n−1∑
k=0

akp
k mod pn

)
= 0 ∈ Z/pnZ

であるから 0 ≤ an ≤ p− 1が存在し

xn −

(
n−1∑
k=0

akp
k mod pn+1

)
= anp

n mod pn+1

とかける．このとき

xn =
n∑
k=0

akp
k mod pn+1

が成り立つ．0 ≤ bn ≤ p− 1に対しても

xn =

n−1∑
k=0

akp
k + bnp

n mod pn+1

が成り立つとすると
pn(an − bn) ≡ 0 (mod pn+1)
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となるので
an − bn ≡ 0 (mod pn)

である．0 ≤ an, bn ≤ p− 1なので an = bn である．

命題 1.2 ([斎藤, page 131, 補題 7.5]参照). x =
∞∑
k=0

akp
k を x ∈ Zp の p進展開とする．

このとき pnxの p進展開は

bk =

{
0 (0 ≤ k ≤ n− 1),

ak−n (k ≥ n)

と定めたとき

pnx =
∞∑
k=0

bkp
k

によって与えられる．

証明. m ≥ 0に対し

pnx mod pm+1 = (pn mod pm+1) · (x mod pm+1)

= (pn mod pm+1) ·

(
m∑
k=0

akp
k mod pm+1

)

=
m∑
k=0

akp
k+n mod pm+1

=
m+n∑
k=n

ak−np
k mod pm+1

=
m+n∑
k=n

bkp
k mod pm+1

=
m∑
k=0

bkp
k mod pm+1

である．

命題 1.3 ([斎藤, page 131, 補題 7.6]参照). p進整数 x =
∞∑
k=0

akp
k (0 ≤ ak ≤ p− 1)に

対し以下は同値：

(1) x mod pn = 0 ∈ Z/pnZ；
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(2) a0 = a1 = · · · = an−1 = 0；

(3) ある y ∈ Zp が存在し x = pny とかける．

証明. (1)⇒ (2)

n−1∑
k=0

akp
k ≡ 0 (mod pn)である．

0 ≤
n−1∑
k=0

akp
k ≤

n−1∑
k=0

(p− 1)pk = pn − 1 < pn

であるから
n−1∑
k=0

akp
k = 0，すなわち ak = 0 (0 ≤ k ≤ n− 1)となる．

(2)⇒ (3) y =
∞∑
k=0

ak+np
k ∈ Zp とおけば x = pny である．

(3)⇒ (1) p進整数環 Zp の定義から成り立つ．

命題 1.4 ([斎藤, page 131, 補題 7.7]参照). x ∈ Zp に対し，次は同値：

(1) x ∈ Z×
p；

(2) x mod p ∈ (Z/pZ)×；
(3) x = py となる y ∈ Zp が存在しない．

証明. (2)⇔ (3) 命題 1.3より成り立つ．

(1) ⇒ (2) x = (xn)n≥0 とする．y = (yn)n≥0 ∈ Z×
p が存在して xy = 1 ∈ Zp とでき

る．このとき x0y0 = 1 ∈ Z/pZである．よって x mod p = x0 ∈ (Z/pZ)× である．

(2) ⇒ (1) x =
∞∑
k=0

akp
k を p 進展開とする．x mod p = a0 mod p ∈ (Z/pZ)× なの

で，b ∈ Zが存在して (b mod p)(a0 mod p) = 1 ∈ Z/pZとできる．このとき 1− bx ∈ Zp
に対し

1− bx mod p = 1− ba0 mod p

= 0 ∈ Z/pZ

となるので，z ∈ Zp が存在して 1− px = pz とかける．

xb(1 + pz + · · ·+ pnzn) = (1− pz)(1 + pz + · · ·+ pnzn)

= 1− pn+1zn+1

であるから，y = (yn)n≥0 ∈ Zp を

yn = b(1 + pz + · · ·+ pnzn) mod pn+1 ∈ Z/pn+1Z
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と定めれば（Zp の元となることに注意）

xy mod pn+1 = (x mod pn+1) · (b(1 + pz + · · ·+ pnzn) mod pn+1)

= 1− pn+1zn+1 mod pn+1

= 1 ∈ Z/pn+1Z

となる．よって xy = 1．

命題 1.5 ([斎藤, page 132, 補題 7.8]参照). 0 ̸= x ∈ Zp に対し，非負整数 n, u ∈ Z×
p が

一意的に存在し
x = pnu

とかける．

証明. x ̸= 0なので x mod pk = 0となる最大の kが存在する．これを nとする．u ∈ Zp
が存在して x = pnuとかけるが，nの定め方から u = pv となる v ∈ Zp は存在しない．
したがって u ∈ Z×

p である．非負整数m，v ∈ Z×
p を用いて x = pmv とも表せたとする．

一般性を失うことなく n ≤ m と仮定できる．このとき pn(u − pm−nv) = 0 であるから

u = pm−nv となる．u ∈ Z×
p なのでm− n = 0であり，u = v でもある．

Zp は整域であるが，p /∈ Z×
p なので体ではない．Zp の商体を Qp とかき p進数体とい

う．また Qp の元を p進数という．

命題 1.6 ([斎藤, page 135, 補題 7.12]参照). 0 ̸= x ∈ Qp に対し，n ∈ Z, u ∈ Z×
p が一意

的に存在し
x = pnu

とかける．

1.2 形式的冪級数としての p進数

p進整数に対して p進展開が一意的に与えられたが，逆に形式的な無限級数から p進整

数を構成することができる．この節では，この構成法について主に [ノイキルヒ, 2.1 節]

に基づいて述べる．

整数の列 (ak)k≥0 (0 ≤ ak ≤ p− 1)から定まる形式的な無限級数

∞∑
k=0

akp
k = a0 + a1p+ a2p

2 + · · ·
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全体のなす集合には自然に和と積が定まり，この和と積によって整域となる．形式的な

無限級数
∞∑
k=0

akp
k に p進整数 x =

∞∑
k=0

akp
k ∈ Zp を対応させる写像は，環の同型写像で

ある．

m ∈ Zと整数 0 ≤ ak ≤ p− 1に対し,形式的な冪級数

∞∑
k=−m

akp
k = a−mp−m + · · ·+ a−1p

−1 + a0 + a1p+ · · ·

全体のなす集合には自然に和と積が定まり，この和と積によって体となる．形式的な冪級

数
∞∑

k=−m

akp
k に p進数 x = p−1

∞∑
k=0

ak−mpk ∈ Qp を対応させる写像は，体の同型写像で

ある．

1.3 p進完備化としての p進数体

有理数体 Qにはユークリッド距離が定まり，その完備化が実数体 Rだった．Q上には
他に p進距離が定まり，その完備化によって p進数体 Qp を定めることができる．この節
では，このことについて主に [ノイキルヒ, 2.2節]に基づいて述べる．

有理数 x ̸= 0に対し，x = pa
n

m
（m,nは pで割れない有理整数）という形に表したと

き，vp(x)を aで定める．また vp(0) =∞と定めると関数

vp : Q −→ Z ∪ {∞}

が得られる．vp を p進指数付値という．vp に対し

(1) vp(x) =∞⇔ x = 0，

(2) vp(xy) = vp(x) + vp(y)，

(3) vp(x+ y) ≥ min{vp(x), vp(y)}

が成り立つ．ただし x ∈ Zに対し x+∞ =∞, ∞+∞ =∞, x <∞とする．また，関数

| |p : Q −→ R, x 7−→ |x|p = p−vp(x)

を p進絶対値という．ただし p−∞ = 0とする．| |p に対し

(1) |x|p = 0⇔ x = 0，

(2) |xy|p = |x|p|y|p，
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(3) |x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p} ≤ |x|p + |y|p

が成り立つ．x, y ∈ Qに対し d(x, y) = |x− y|p と定めると，これは Q上の距離となり，
この距離を Qの p進距離という．Qp は Qの p進距離による完備化であり，Zp は Zの p

進距離による完備化である．また，Qp の元は x− y = pnu (n ∈ Z, u ∈ Z×
p )と一意的に

表せたが，このとき xと y の距離は |x− y|p = p−n である．
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2 Zp 拡大

ガロア群が p進整数環 Zp の加法群に位相同型なガロア拡大を Zp 拡大という．2章で

は群論からの準備を通して，基本的な Zp 拡大である円分 Zp 拡大の定義を与える．主に
2.1節の内容は [星]，[雪江 1]に，2.2節の内容はWashington [Was]，[福田 2]，[雪江 2]，

[青木]に基づいている．

2.1 群論からの準備

この節では，Zp 拡大を導入するための準備として，群論の命題について述べる．この
節の内容は主に [星, 9.4節]，[雪江 1, 4.2節]に基づいている．

命題 2.1 ([星, page 128, 定理 9.43], [雪江 1, page 175, 命題 4.2.2]参照).

(1) pを奇素数とし，n > 0とする．このとき (Z/pnZ)× は巡回群である．
(2) n ≥ 3とする．このとき (Z/2nZ)× = ⟨−1⟩ × ⟨5⟩ ≃ Z/2Z⊕ Z/2n−2Zである．

証明. (1) n = 1 のときは有限体 Z/pZ の乗法群なのでよい．n ≥ 2 とする．(Z/pnZ)×

は位数 φ(pn) = pn−1(p− 1)である．ここで自然な準同型 f : (Z/pnZ)× −→ (Z/pZ)× =

⟨g⟩ を考えると g ∈ (Z/pZ)× の位数は p − 1 なので，(Z/pnZ)× にも位数 p − 1 の元 x

が存在する．次に p+ 1 ∈ (Z/pnZ)× の位数が pn−1 であることを示す．k ≥ 1 に対し，

(p+ 1)p
k−1

≡ 1 (mod pk)かつ (p+ 1)p
k−1

̸≡ 1 (mod pk+1)を示せばよい．k = 1のと

きはよい．ある k ≥ 1 で成り立つとすると (p + 1)p
k−1

= 1 + akp
k, gcd(ak, p) = 1 と

かけ，

(p+ 1)p
k+1

= (1 + akp
k)p

= 1 + p · akpk +
(
p

2

)
(akp

k)2 + · · ·+ (akp
k)p{

≡ 1 (mod pk+1),

̸≡ 1 (mod pk+2).

よって k+ 1のときにも成り立つ．gcd(pn−1, p− 1) = 1なので p− 1 · x ∈ (Z/pnZ)× の
位数は pn−1(p− 1)である．よって (Z/pnZ)× = ⟨p− 1 · x⟩．
(2) まず 5 ∈ (Z/2nZ)× の位数は 2n−2 であることを示す．k ≥ 2に対し， 52

k−2

≡ 1

(mod 2k)かつ 52
k−2

̸≡ 1 (mod 2k+1)を示せばよい． k = 2のときはよい．ある k ≥ 2

9



で成り立つとすると 52
k−2

= 1 + bk2
k, gcd(bk, 2) = 1とかけ，

52
k−1

= (1 + bk2
k)2 = 1 + 2 · bk2k + (bk2

k)2{
≡ 1 (mod 2k+1),

̸≡ 1 (mod 2k+2).

よって k+1のときにも成り立つ．ここで (Z/2nZ)×の部分群をHn = {4m+ 1 | m ∈ Z}
で定義すると，(Z/2nZ)× の元は 4m+ 1か 4m+ 3 = −(4m′ + 1)と表せるので，

(Z/2nZ)× = ⟨−1⟩ ×Hn

= ⟨−1⟩ × ⟨5⟩
≃ Z/2Z⊕ Z/2n−2Z.

注意 2.2. 命題 2.1 により，奇素数 p に対しては，(Z/pnZ)× ≃ Z/φ(pn)Z ≃
(Z/pZ)× × (Z/pn−1Z) となる．一方で p = 2 に対しては，Z/2Z ≃ (Z/4Z)× であるか
ら，(Z/2nZ)× ≃ (Z/4Z)× × (Z/2n−2Z)となる．

2.2 円分 Zp 拡大

この節では，前節の内容を用いて円分 Zp 拡大を構成する．この節の内容は主に
Washington [Was, page 128]，[福田 2, 5.1 節]，[雪江 2, 6.3 節] や [青木, 6.2 節] に基づ

いている．

pを素数とし，

q =

{
p pが奇素数,

4 p = 2

とおく．このとき，注意 2.2から

Gal(Q(ζqpn)/Q) ≃ (Z/qpnZ)×

≃ (Z/qZ)× × (Z/pnZ)

とできる．Bn := Q(ζqpn)
(Z/qZ)× とおくと Gal(Bn/Q) ≃ Z/pnZ である．B∞ :=

10



∞∪
n=0

Bn, B0 := Qとおくと

Gal(B∞/Q) ≃ lim←−Gal(Bn/Q)

≃ lim←−Z/pnZ
≃ Zp

となり，B∞/Qは Zp 拡大である．

B∞ Q

... K∞

Bn K

yyyyyyyyyy
B∞

FFFFFFFFFF

... K ∩ B∞

EEEEEEEEEE

xxxxxxxxxx

B0

Zp

Z/pnZ

Q

K を有限次代数体とし，K∞ = KB∞ とする．このとき，

Gal(K∞/K) ≃ Gal(B∞/K ∩ B∞)

≃ peZp
≃ Zp

となる．Galois拡大K∞/K をK の円分 Zp 拡大という．

例 2.3. pが奇素数のときは，Gal(Q(ζqpn)/Q) ≃ (Z/qpnZ)× は巡回群であったので，Bn
は Q上 pn 次の中間体として一意的に定まる．

p = 2のときは，奇素数のときとは異なり，Bn は Q上 pn 次の中間体として一意的に

は定まらない．(Z/qZ)× = ⟨−1⟩であったことに注意すると，−1は Gal(Q(ζqpn)/Q)の

元 σ : ζqpn 7→ ζ−1
qpn に対応するので

Bn = Q(ζqpn)
⟨σ⟩

= Q(ζqpn + ζ−1
qpn) = Q(ζqpn) ∩ R
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となる．
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3 岩澤代数

3章では岩澤理論において重要な概念である形式的冪級数環 Λ = O[[T ]]について述べ
る．基本的な性質等について述べた後，Λがある完備群環と同型であることを示す．主に

3章の内容は [伊藤]，[福田 2]，Washington [Was]，[市村]に基づいている．

3.1 形式的冪級数環

この節では，Λ を導入し，Λ に関することについて述べていく．この節の内容は主に

[伊藤]，[福田 2, 4.1節]，Washington [Was]に基づいている．

k/Qp を有限次拡大，O を k の整数環，p = (π) を O の唯一の極大イデアルとする．
（k = Qp とすれば O = Zp, p = (p)となる．）

定義 3.1 ([伊藤, page 8, 定義], [福田 2, page 25]参照). P (T ) = Tn+an−1T
n−1+ · · ·+

a0 ∈ O[T ]とする．ai ∈ p (0 ≤ i ≤ n − 1)が成り立つとき P (T )を distinguished多

項式という．

一変数形式的冪級数環 O[[T ]]を Λで表す．

定理 3.2 (p-adic Weierstrass Preparation Theorem, [Was, page 115, Theorem 7.3],

[伊藤, pages 8–9, Weierstrass の準備定理] 参照). f(T ) =
∞∑
i=1

aiT
i ∈ Λ が ai ∈ p

(0 ≤ i ≤ n− 1)，an /∈ pを満たすとする．このとき

f(T ) = P (T )U(T )

を満たす n次 distinguished多項式 P (T )と U(T ) ∈ Λ× が一意的に存在する．

より一般に，0 ̸= f(T ) ∈ Λに対し

f(T ) = πµP (T )U(T )

を満たす distinguished多項式 P (T )と U(T ) ∈ Λ×，非負整数 µが一意的に存在する．

定理 3.2 の µ を f(T ) の µ 不変量，deg f(T ) を f(T ) の λ 不変量といい，それぞれ

µ(f(T )), λ(f(T ))で表す．また P (T )を f(T )に付随する多項式という．
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命題 3.3 ([Was, page 114, Proposition 7.2] 参照). f(T ), g(T ) ∈ Λ とし，f(T ) =
∞∑
i=0

aiT
i は ai ∈ p (0 ≤ i ≤ n− 1), an /∈ pを満たすとする．このとき

g(T ) = q(T )f(T ) + r(T )

を満たす q(T ) ∈ Λと deg r(T ) < nである多項式 r(T ) ∈ O[T ]が一意的に存在する．

0 ̸= f(T ) ∈ Λ は f(T ) = πµP (T )U(T ) と一意的に表せた．ここで P (T ) =

f1(T )f2(T ) であるとすると，分解の一意性から µ(P (T )) = µ(f1(T )) = µ(f2(T )) = 0

である．したがって fi(T ) = Pi(T )Ui(T ) (i = 1, 2)と分解でき f(T ) = πµP (T )U(T ) =

πµP1(T )P2(T )U1(T )U2(T )U(T ) となる．分解の一意性から P (T ) = P1(T )P2(T ) と

なるので，この操作を繰り返せば，既約かつ distinguished な多項式 Pi(T ) によって

f(T ) = πµ
(∏

Pi(T )
)
U(T ) と表せる．したがって Λ は UFD である（[市村, 10.1 節]

参照）．

命題 3.4 ([伊藤, page 11, 命題 1.4]参照). Λの素イデアルは (0), (π), (P (T )), (π, T )で

ある．ただし P (T )は既約かつ distinguishedな多項式である．また，(π, T )は Λの唯一

の極大イデアルである．

定義 3.5 ([伊藤, page 13, 定義]参照). M,M ′ を有限生成 Λ加群とする．このとき Λ準

同型 φ : M →M ′ が擬同型であるとは，Ker φと Coker φが有限であるときをいう．

定理 3.6 ([伊藤, page 14, 有限生成 Λ加群の構造定理]参照). M を有限生成 Λ加群とす

る．このとき擬同型

M −→ Λ⊕r ⊕
( s⊕
i=1

Λ/(πni)
)
⊕
( t⊕
j=1

Λ/(fj(T )
mj )
)

が存在する．ただし r, s, t, ni,mj は非負整数，fj(T )は既約かつ distinguishedな多項式

である．また，右辺は順序を除いて一意的に定まる．

定義 3.7 ([伊藤, page 14, 定義]参照). M を有限生成ねじれ Λ加群とすると，擬同型

M −→
( s⊕
i=1

Λ/(πni)
)
⊕
( t⊕
j=1

Λ/(fj(T )
mj )
)

が存在する．このとき

charΛ(M) :=

s∏
i=1

πni

t∏
j=1

fj(T )
mj
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をM の特性多項式といい，

(charΛ(M)) :=
s∏
i=1

(πni)
t∏

j=1

(fj(T )
mj )

をM の特性イデアルという．

定義 3.8 ([伊藤, page 15, 定義]参照). M を有限生成ねじれ Λ加群とする．charΛ(M) =

πµf(T )と書いたとき，µをM の µ不変量，deg f(T )をM の λ不変量といい，それ

ぞれ µ(M), λ(M)で表す．

m ≥ n ≥ 0に対し

ωn(T ) = (1 + T )p
n

− 1

=

{(
(1 + T )p

n−p + (1 + T )p
n−2p + · · ·+ (1 + T )p + 1

) (
(1 + T )p − 1

)
(n ≥ 1),

T (n = 0),

νm,n(T ) = ωm(T )/ωn(T )

=


(1 + T )p

m−p + · · ·+ (1 + T )p
n−p + · · ·+ (1 + T )p + 1

(1 + T )pn−p + · · ·+ (1 + T )p + 1
(n ≥ 1),

ωm(T )/T =
(1 + T )p

m − 1

(1 + T )− 1
(n = 0)

=

pm−pn

pn∑
i=0

(1 + T )ip
n

= 1 + (1 + T )p
n

+ (1 + T )2p
n

+ · · ·+ (1 + T )(p
m−n−1)pn ,

νn(T ) = νn,0(T ) = ωn(T )/T

とする．

補題 3.9 ([藤井, page 32, 補題 2.1] 参照). ωn(T ), νm,n(T ) は distinguished 多項式で

あり，
ωn(T ) ∈ (π, T )n+1, νm,n(T ) ∈ (π, T )m−n

である．

証明. O[T ]において

ωn(T ) = (1 + T )p
n

− 1 ≡ 1 + T p
n

− 1 = T p
n

(mod p),

νm,n(T ) = ωm(T )/ωn(T ) ≡ T p
m

/T p
n

= T p
n−m

(mod p)
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であるから ωn(T ), νm,n(T ) は distinguished 多項式である．よって νm,n(T ) ∈ (p, T )，

特に ν1(T ) ∈ (p, T ) である．νn(T ) ∈ (p, T )n であると仮定すると，νn+1(T ) =

νn+1,n(T )νn(T ) ∈ (p, T )n+1 である．帰納法により任意の n に対し νn(T ) ∈ (p, T )n で

ある．以上より

ωn(T ) = Tνn(T ) ∈ (p, T )n+1,

νm,n(T ) = νm,m−1(T )νm−1,m−2(T ) · · · νn+2,n+1(T )νn+1,n(T ) ∈ (p, T )m−n

である．

補題 3.10 ([福田 2, page 23, 補題 4.1]参照). O[[T ]]のイデアル (π, T )に対し，

∞∩
n=0

(π, T )n = {0}

である．

証明. 任意の 0 ̸= f(T ) ∈ O[[T ]]に対し f(T ) /∈ (π, T )n となる nが存在することをいえ

ばよい．
(π, T )n = (πn, πn−1T, πn−2T 2, . . . , Tn)

であるから (π, T )m+n ⊂ (πm, Tn)である．O の 0でない元は uπm (u ∈ O×)と一意的

に表せるので
f(T ) = πmTn + an+1T

n+1 + · · ·

と表せる．uπmTn /∈ (πm+1, Tn+1)であるから f(T ) /∈ (πm+1, Tn+1)である．したがっ

て，このようなm,nに対して f(T ) /∈ (π, T )m+n+2 である．

この補題より O[[T ]]には (π, T )進距離が定義され，この距離に関し O[[T ]]は完備であ
る（[伊藤, page 6]参照）．

3.2 完備群環

この節では，完備群環，特に岩澤代数を導入し，Λとの間の同型を示す．この節の内容

は主に [伊藤]，[福田 2, 4.2節]，Washington [Was, 7.1節]に基づいている．

定義 3.11 ([黒川/栗原/斎藤, page 493]参照). Rを可換環とする．Gを profinite群，す

なわち有限群の逆系の逆極限 G = lim←−Gi とする．このとき R[[G]] = lim←−R[Gi]を Gの

R上の完備群環という．
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定義 3.12 ([落合, page 21,定義 2.8]参照). ΓをZpと位相同型な乗法群とし，Γn = Γ/Γp
n

とおく．このとき，完備群環 O[[Γ]] = lim←−O[Γn]を岩澤代数という．

Γを Zp と位相同型な乗法群とし，γ を Γの位相的生成元，すなわち ⟨γ⟩ ⊂ Γが稠密と

なる元であるとする．

定理 3.13 (Serre [Ser, page 89, Lemme 3], [伊藤, page 9, 定理 1.3], [Was, page 114,

Theorem 7.1]参照). 対応 γ ↔ 1 + T によって

O[[Γ]] ≃ O[[T ]]

である．

証明. γ mod Γp
n

に 1 + T mod ωn(T )を対応させる写像により

O[Γ/Γp
n

] ≃ O[T ]/(ωn(T ))

である．実際 O[T ]/(ωn(T )) の元は
∑

0≤i≤pn−1

ai(1 + T )i mod ωn と一意的に表せるので全

射性と単射性がいえる．m > nに対し ωn(T ) | ωm(T )なので，自然な準同型

O[T ]/(ωm(T )) −→ O[T ]/(ωn(T ))

が定義でき，図式

O[Γ/Γpm ] //

��

O[T ]/(ωm(T ))

��
O[Γ/Γpn ] // O[T ]/(ωn(T ))

は可換である．

f(T ) ∈ O[[T ]]に対し

f(T ) = qn(T )ωn(T ) + fn(T ) (qn(T ) ∈ O[[T ]], fn(T ) ∈ O[T ])

と表せる．このとき (f0(T ), f1(T ), . . .) は lim←−O[T ]/(ωn(T )) の元である．f(T ) に

(f0(T ), f1(T ), . . .)を対応させる写像により

O[[T ]] ≃ lim←−O[T ]/(ωn(T ))

である．まず単射性を示す．f(T )をこの準同型の核からとると，各 nに対し fn(T ) = 0

である．したがって f(T ) はすべての ωn(T ) で割り切れる．一方で ωn(T ) ∈ (π, T )n+1
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であるから
∞∩
n=0

(ωn(T )) ⊂
∞∩
n=0

(π, T )n+1 = {0}

となり f(T ) = 0 である．次に全射性を示す．任意に (g0(T ), g1(T ), . . .) ∈
lim←−O[T ]/(ωn(T ))をとると，逆極限の定義からm ≥ nに対し

gm(T ) ≡ gn(T ) (mod ωn(T ))

である．ωn(T ) ∈ (π, T )n+1 なので (gn(T ))n≥0 は O[[T ]] のコーシー列である．O[[T ]]
は (π, T )進距離で完備なので，極限 f(T ) = lim gn(T )が存在する．

gm(T )− gn(T ) = hm,n(T )ωn(T ) (hm,n(T ) ∈ O[T ])

と表せるので hm,n(T ) =
gm(T )− gn(T )

ωn(T )
は O[[T ]]におけるコーシー列であり m → ∞

とすると lim
m→∞

hm,n ∈ O[[T ]]である．したがって

f(T )− gn(T ) = lim
m→∞

(gm(T )− gn(T )) = lim
m→∞

hm,n(T )ωn(T ) ∈ (ωn(T ))

となる．

fn(T )− gn(T ) = (fn(T )− f(T )) + (f(T )− gn(T )) ∈ (ωn(T ))

であるから (f0(T ), f1(T ), . . .) = (g0(T ), g1(T ), . . .)である．

図式の左右の逆極限をとることで

lim←−O[Γ/Γ
pn ] ≃ lim←−O[T ]/(ωn(T ))

となり，γ = (γ, γ, . . .) ∈ lim←−O[Γ/Γ
pn ] は (1 + T , 1 + T , . . .) ∈ lim←−O[T ]/(ωn(T )) に対

応する．
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4 岩澤類数公式

4章では岩澤類数公式について述べる．4章の内容は主に [福田 2]，[藤井]，Washington

[Was]に基づいている．4章においては Λ = Zp[[T ]]とする．

4.1 岩澤加群

この節では，イデアル類群の p 部分から構成される岩澤加群と，ガロア群の p 部分

から構成される対象との間の同型を示す．この節の内容は主に [藤井]，[福田 2, 5 章]，

Washington [Was, 13.1節，13.3節]に基づいている．

pを素数とする．k を有限次代数体，k∞/k を Zp 拡大とし，Γ = Gal(k∞/k)とする．

また，kn を k∞/kの n-th layer，すなわち k 上 pn 次の中間体とし，Γn = Gal(kn/k)

とする．

命題 4.1 ([藤井, page 28, 命題 2.1]参照). k∞/k は pの外不分岐拡大である．

命題 4.2 ([藤井, page 28, 命題 2.1]参照). k∞/k で分岐する素点が存在する．さらに非

負整数 eが存在し，k∞/ke で分岐する任意の素点は完全分岐する．

以降，定理 4.17を証明するまでは，次を仮定する．

仮定（[藤井, page 29, 仮定]参照）� �
k∞/k で分岐する任意の素点は完全分岐する．� �

注意 4.3. 命題 4.2 から，k∞/ke が仮定を満たすような非負整数 e が存在する．k∞/ke

は Zp 拡大であるので，必要に応じて k を ke にとりかえる．

An を kn のイデアル類群 Cl(kn)の p部分とする．

注意 4.4. An の位数は p冪であり，Zp の元は p進展開により
∞∑
n=0

anp
n の形に表せたの

で，An は自然に Zp 上の加群とみなせる．これはまた次のように言い表すこともできる．
すなわち，アーベル群 An は Z 加群とみなせるので，準同型 Z → End(An) が定まる．
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An の位数を pe とすると，Zp の元
∞∑
n=0

anp
n による作用は実質的に有理整数

e∑
n=0

anp
n に

よる作用と同じである．このことから，上で述べた Zp の作用は，準同型の合成

Zp −→ Z/peZ −→ End(An)

が定める Zp の An への作用と一致する．

定義 4.5 ([藤井, page 29, 定義 2.1]参照). m ≥ n ≥ 0に対し，ノルム写像を

Nm,n : Am −→ An ; a 7−→ Nkm/kna

で定める．逆系 (An, Nm,n)の逆極限

Xk∞ = lim←−An

を k∞/kの岩澤加群という．

An には Γn = Gal(kn/k) と Zp が作用するので，Zp[Γn] 加群となる．よって逆極限
Xk∞ は Zp[[Γ]]加群となる．

Ln を kn の最大不分岐 Abel p拡大とし，Xn = Gal(Ln/kn)とする．

命題 4.6 ([藤井, pages 29–30, 命題 2.2]参照). Ln/k は Galois拡大である．

証明. σ : Ln → Qを単射 k 準同型とする．kn/k は Galois拡大なので σ(kn) = kn であ

り Ln の定め方から σ(Ln) = Ln である．よって Ln/k は Galois拡大である．

L =
∪
n≥0

Ln とする．Ln/k は Galois 拡大なので L/k も Galois 拡大である．また，

kn ⊂ Ln で k∞ =

∞∪
n=0

kn であるから k ⊂ k∞ ⊂ Lであり，L/k∞ は Galois拡大である．

X = Gal(L/k∞)とする．
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L

k∞
X

uuuuuuu

Ln

kn
Xn

vvvvvvv

k

Γn

Γ

命題 4.7 ([藤井, pages 29–30, 命題 2.2]参照). x ∈ Xn，σ ∈ Γn とし，σ̃ ∈ Gal(Ln/k)

を σ の任意の延長とする．このとき

σ · x = σ̃xσ̃−1

により Γn は Xn に作用する．

証明. σ の x への作用が延長の取り方に依らないことを示せばよい．σ̃1, σ̃2

を σ の延長とすれば，σ̃−1
2 σ̃1 ∈ Gal(Ln/kn) = Xn であるから，σ̃1xσ̃

−1
1 =

σ̃2(σ̃
−1
2 σ̃1)x(σ̃

−1
2 σ̃1)

−1σ̃−1
2 = σ̃2xσ̃

−1
2 である．

Xn には Γn と Zp が作用するので，Zp[Γn]加群となる．

命題 4.8 ([藤井, page 29, 命題 2.2]参照). Artin写像

An −→ Xn ; a 7−→
(
Ln/kn

a

)
は Zp[Γn]加群としての同型である．

証明. Cl(kn)を kn のイデアル類群，Ln を kn の最大不分岐アーベル拡大とすると，類体

論の相互写像により同型

Cl(kn) ≃ Gal(Ln/kn) ; a←→
(
Ln/kn

a

)
が得られる．ここで A′

n を Cl(kn)の元で位数が pと素であるもの全体のなす部分群とす

ると
Cl(kn) = An ⊕A′

n

21



となる．また，L′
n を kn の不分岐アーベル拡大で拡大次数が pと素なもののうち最大の

ものとすると，

Gal(Ln/kn) ≃ Gal(Ln/L′
n)⊕Gal(Ln/Ln)

≃ Gal(Ln/kn)×Gal(L′
n/kn)

= Xn ×Gal(L′
n/kn)

となる．p部分を比較することによって，群としての同型

An ≃ Xn ; a←→
(
Ln/kn

a

)
を得る．

p を kn の素イデアル，P を p の上にある Ln の素イデアルとする．σ ∈ Γn とし，

σ̃ ∈ Gal(Ln/k)を σ の任意の延長とする．このとき(
Ln/kn
σ(p)

)
=

[
Ln/kn
σ̃(P)

]
= σ̃

[
Ln/kn
P

]
σ̃−1 = σ̃

(
Ln/kn

p

)
σ̃−1

であるから Zp[Γn]同型である．

命題 4.9 ([藤井, pages 29–30, 命題 2.2]参照). m ≥ n ≥ 0に対し，Nm,n : Am −→ An

をノルム写像， rm,n : Xm −→ Xn, rm,n(x) = x|Ln を Galois群の制限写像とする．こ

のとき図式

Am

Nm,n

��

(Lm/km
∗ )

// Xm

rm,n

��
An

(Ln/kn
∗ )

// Xn

は可換である．

証明. 素イデアルに関して示せば十分である．Pを km の素イデアル，p = P ∩ kn を P

の下にある kn の素イデアルとし，f を P, pに関する相対次数とする．Ln の任意の整数

α ∈ OLn に対し， (
Lm/km

P

)∣∣∣∣
Ln

(α) ≡ αNP (mod P)

である．両辺とも Ln の元であるから(
Lm/km

P

)∣∣∣∣
Ln

(α) ≡ αNP (mod p)
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とできる．一方で (
Ln/kn

p

)
(α) ≡ αNp (mod p)

であるから (
Lm/km

P

)∣∣∣∣
Ln

=

(
Ln/kn

p

)f
=

(
Ln/kn
pf

)
=

(
Ln/kn
Nm,nP

)
である．

命題 4.10 ([藤井, page 30, 定理 2.1]参照).

(1) x ∈ X, σ ∈ Γとし，σ̃ ∈ Gal(L/k)を σ の任意の延長とする．このとき

σ · x = σ̃xσ̃−1

により Γは X に作用する．

(2) X は Zp[[Γ]]加群であり，Xk∞ と X は Zp[[Γ]]加群として同型である．

証明. (1) 先の命題と同様．

(2) 仮定より，k∞ ∩ Ln = kn となるので，Galois群の制限写像

Gal(Lnk∞/k∞) −→ Xn; x 7−→ x|Ln

は同型である．L =
∞∪
n=0

Lnk∞ なので X ≃ lim←−Gal(Lnk∞/k∞) である．Lnk∞/k∞

はアーベル拡大なので，(1) と同様に Gal(k∞/kn) が Gal(Lnk∞/k∞) に作用する．

Ln/kn，k∞/kn はアーベル拡大なので Lnk∞/kn はアーベル拡大であり，このこ

とから Gal(Lnk∞/k∞) への Gal(k∞/kn) の作用は自明作用となる．したがって，

Gal(Lnk∞/k∞)に Gal(k∞/k)/Gal(k∞/kn) ≃ Γn が作用し，写像

Gal(Lnk∞/k∞) −→ Xn; x 7−→ x|Ln

は Zp[Γn]加群としての同型であり，X は Zp[[Γ]]加群となる．可換図式

Am

��

≃ // Xm

��

Gal(Lmk∞/k∞)

��

≃oo

An
≃ // Xn Gal(Lnk∞/k∞)

≃oo

の左右の逆極限をとり，Zp[[Γ]]加群しての同型 Xk∞ = lim←−An ≃ lim←−Gal(Lnk∞/k∞) ≃
X を得る．
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4.2 岩澤類数公式とその証明

この節では，これまで述べてきた内容の結論として岩澤類数公式を導く．この節の内容

は主に [藤井]，Washington [Was, 13.3節]に基づいている．

G = Gal(L/k)とし，Γの位相的生成元 γ を一つ固定する．p1, p2, . . . , ps を k∞/k で

分岐する k の素点，Pj を pj の上にある Lの素点とし，Ij ≤ Gを L/k における Pj の

惰性群とする．仮定より k∞/k で分岐する任意の素点は完全分岐するので，k∞/k におけ

る pj の惰性群は Γ = Gal(k∞/k)となる．惰性群の間の制限写像

Ij −→ Γ; σ 7−→ σ|k∞

は全射である．この準同型の核は Ij ∩X（L/k∞におけるPj の惰性群）であるが，L/k∞

は不分岐拡大なので，Ij ∩X = 1である．よって，これは同型 Ij ≃ Γ ≃ G/X を与える．

j は任意なので特に，
G = XI1 = I1X, X ∩ I1 = 1

である．Ij の γ に対応する位相的生成元を γj ∈ Ij ≤ Gとする．G = XI1 なので，各 j

について γj = gjγ1 となる gj ∈ X がただ一つ存在する．

Gal(L/L0) を計算する．x ∈ L0, σ, τ ∈ G とすると，L0/k はアーベル拡大だったの

で，στσ−1τ−1(x) = στσ−1τ−1|L0(x) = xとなる．したがって

[G,G] ≤ Gal(L/L0)

である．また，x ∈ L0, σ ∈ Ij , g ∈ G とすると，L0/k は不分岐拡大でもあったので，

gσg−1(x) = gσg−1|L0(x) = σ|L0(x) = xとなる．したがって

gIjg
−1 ≤ Gal(L/L0) (1 ≤ j ≤ s, g ∈ G)

である．L0/k は L/k における最大不分岐アーベル拡大なので，Ij = ⟨gjγ1⟩に注意して

Gal(L/L0) = ⟨[G,G], gIjg−1 | 1 ≤ j ≤ s, g ∈ G⟩

= ⟨[G,G], Ij | 1 ≤ j ≤ s⟩

= ⟨[G,G], I1, ⟨gjγ1⟩ | 2 ≤ j ≤ s⟩

= ⟨[G,G], I1, gj | 2 ≤ j ≤ s⟩

である．
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補題 4.11 ([藤井, page 32, 補題 2.2]参照).

(1) [G,G] = TX = (γ − 1)X．

(2) Y := ⟨TX, gj | 2 ≤ j ≤ s⟩ ≤ X とおく．このとき

Gal(L/L0) = ⟨[G,G], I1, gj | 2 ≤ j ≤ s⟩ = Y I1

である．

Y ≤ X であり，G = XI1, X ∩ I1 = 1なので，X ∩ Y I1 = Y となることに注意すると

A0 ≃ X0

= Gal(L0/k)

≃ G/Gal(L/L0)

= XI1/Y I1

≃ X/X ∩ Y I1

= X/Y

となる．したがって Y = Ker (X → X0)である．より一般に次が成り立つ．

命題 4.12 ([藤井, page 34, 命題 2.3]参照). An ≃ Xn ≃ X/νnY．

次の中山の補題は定理 4.14の証明に用いられる．

定理 4.13 (中山の補題, [Was, page 280, Lemma 13.16], [伊藤, page 11, 中山の補題]参

照). X を compact Λ加群とする．このとき X が有限生成であることと，X/(p, T )X が

有限であることは同値である．

定理 4.14 ([藤井, page 35, 定理 2.2]参照). X, Y は有限生成ねじれ Λ加群である．

証明. X/ν1(T )Y ≃ X1 は有限であり，Y/ν1(T ) ⊂ X/ν1(T )Y なので Y/ν1(T )Y は有限

である．ν1(T ) ∈ (p, T )なので，自然な全射準同型

Y/ν1(T )Y −→ Y/(p, T )Y

が定まり，Y/(p, T )Y は有限となる．よって中山の補題より Y は有限生成 Λ加群である．

X/Y ≃ X0 は有限なので X も有限生成 Λ加群である．

有限生成 Λ加群の構造定理から擬同型

Y −→ Λ⊕r ⊕
( s⊕
i=1

Λ/(pni)
)
⊕
( t⊕
j=1

Λ/(fj(T )
mj )
)
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が存在する．両辺を ν1(T )倍で割ることで Λ準同型

Y/ν1(T )Y −→
(
Λ/ν1(T )Λ

)⊕r ⊕ ( s⊕
i=1

Λ/(ν1(T ), p
ni
)
⊕
( t⊕
j=1

Λ/(ν1(T ), fj(T )
mj )
)

が得られ，余核は有限となる．ν1(T )は p − 1次の distinguished多項式なので，割り算

原理を用い，Zp 加群としての同型

Λ/ν1(T )Λ ≃ Z⊕p−1
p

が成り立つ．ここでもし r > 0ならば，Y/ν1(T )Y と余核が有限であることに反するので

r = 0である．したがって Y はねじれ Λ加群である．また，自然な単射準同型 Y −→ X

は X/Y ≃ X0 が有限なので擬同型であり，X もねじれ Λ加群である．

Y は有限生成ねじれ Λ加群なので，擬同型

φ : Y −→
s⊕
i=1

Λ/(pni)⊕
t⊕

j=1

Λ/(fj(T )
mj )

が存在する．この右辺を E =
s⊕
i=1

Λ/(pni)⊕
t⊕

j=1

Λ/(fj(T )
mj )とおく．

定理 4.15 ([藤井, page 36, 定理 3.1] 参照). λ =

t∑
j=1

mj deg fj(T ), µ =

s∑
i=1

ni とする．

このとき非負整数 n0 と整数 ν が存在し，n ≥ n0 に対して

#E/νn(T )E = pλn+µp
n+ν

である．

証明. E/νn(T )E =

s⊕
i=1

Λ/(νn, p
ni)⊕

t⊕
j=1

Λ/(νn(T ), fj(T )
mj )なので各部分の位数を考

える．

Λ/(νn, p
ni)について．νn(T )は distinguished多項式であるから割り算原理を用いて

Λ/(νn(T ), p
l) ≃ Zp[T ]/(νn(T ), pl)

が成り立つ．Zp[T ]/(pl) ≃ (Zp/plZp)[T ]に注意して

Zp[T ]/(νn(T ), pl) ≃ (Zp[T ]/(pl))/(νn(T ))

≃ (Zp/plZp)[T ]/(νn(T ))

≃ (Z/plZ)⊕ deg νn(T )
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が成り立つ．したがって

#Λ/(νn(T ), p
l) = pl(p

n−1) = plp
n−l

である．

Λ/(νn(T ), fj(T )
mj )について．f(T ) = fj(T )

mj , deg f(T ) = dとする．(p−1)pn > d

とすると，f(T ), νn+1,n(T )は distinguished多項式なので，定義から

f(T ) = T d + pa(T ),

νn+1,n(T ) = T (p−1)pn + pb(T )

となる多項式 a(T ), b(T ) ∈ Zp[T ]が存在する．

νn+1,n(T ) = T p
n(p−1)−d(T d + pa(T )) + pb(T )− pT p

n(p−1)−da(T )

= T p
n(p−1)−df(T ) + p(b(T )− T p

n(p−1)−da(T ))

と変形すると，νn+1,n(0) = pなので b(0) = 1である．よって b(T )− T p
n(p−1)−da(T ) ∈

Λ× である．このことから

(νn+1(T ), f(T )) = (νn+1,n(T )νn(T ), f(T ))

=
((

T p
n(p−1)−df + p(b(T )− T p

n(p−1)−da(T )
)
νn(T ), f(T )

)
=
(
p
(
b(T )− T p

n(p−1)−da(T )
)
νn(T ), f(T )

)
= (pνn(T ), f(T ))

とできる．pn0(p− 1) > dとなる n0 ≥ 0を固定し，pc = #Λ/(νn0(T ), f(T ))とおく．こ

のとき n ≥ n0 に対して

(νn(T ), f(T )) = (pn−n0νn0(T ), f(T ))

であるから，

#Λ/(νn(T ), f(T )) = #Λ/(νn0(T ), f(T )#(νn0(T ), f(T ))/(νn(T ), f(T ))

= pc ·#(νn0(T ), f(T ))/(p
n−n0νn0(T ), f(T ))

である．νn0 と f(T )は互いに素なので，νn0 倍写像

νn0 : Λ/(pn−n0 , f(T )) −→ (νn0(T ), f(T ))/(p
n−n0νn0(T ), f(T ))
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は加群としての同型を与える．よって

#Λ/(νn(T ), f(T )) = pc ·#(νn0(T ), f(T ))/(p
n−n0νn0(T ), f(T ))

= pc ·#Λ/(pn−n0 , f(T ))

= pc ·#(Z/pn−n0Z)[T ]/(f(T ))

= pc · p(n−n0) deg f(T )

= pn deg f(T )+(c−n0 deg f(T ))

である．

以上を併せて，E =
s⊕
i=1

Λ/(pni)⊕
t⊕

j=1

Λ/(fj(T )
mj )に対し，非負整数 n0を (p−1)pn0 >

max{mj deg fj(T ) | 1 ≤ j ≤ t}となるように取る．このとき n ≤ n0 に対し

#E/νn(T )E = #
s⊕
i=1

Λ/(νn(T ), p
ni)⊕

t⊕
j=1

Λ/(νn(T ), fj(T )
mj )

=
( s∏
i=1

#Λ/(νn(T ), p
ni)
)( t∏

j=1

#Λ/(νn(T ), fj(T )
mj )
)

= pλn+µp
n+ν

となる．

A = Kerφ, B = Cokerφ, Y ′ = Y/Aとする．また，Λ加群M と f(T ) ∈ (p, T )に対

し，M [f(T )] = {x ∈M | f(T ) · x = 0}とおく．このとき

0 // Y ′

νn
��

// E

νn

��

// B

νn

��

// 0

0 // Y ′ // E // B // 0

は完全可換図式である．

命題 4.16 (蛇の補題, [藤井, page 51, 命題 5.11]参照). Rを可換環とし，Ai, Bi を R加

群 (i = 1, 2, 3)とする．R加群の完全可換図式

0 // A1
φ1 //

f1

��

A2
φ2 //

f2

��

A3
//

f3

��

0

0 // B1
ψ1 // B2

ψ2 // B3
// 0
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があるとき，

0 −→ Ker f1 −→ Ker f2 −→ Ker f3 −→ Coker f1 −→ Coker f2 −→ Coker f3 −→ 0

が完全となる R準同型 Ker f3 −→ Coker f1 が存在する．

命題 4.16（蛇の補題）から，完全系列

E[νn] −→ B[νn] −→ Y ′/νnY
′ −→ E/νnE −→ B/νnB −→ 0

を得る．νn と charΛ(Y )は互いに素なので

0 −→ E
νn−→ E

は完全である．よって E[νn] = 0となる．また，

0 −→ B[νn] −→ B
νn−→ B −→ B/νnB −→ 0

は完全であり，B は有限なので#B[νn] = #B/νnB である．よって完全系列

0 −→ B[νn] −→ Y ′/νnY
′ −→ E/νnE −→ B/νnB −→ 0

から
#Y ′/νnY

′ = #E/νnE

が得られる．

次に，完全系列
0 // A

νn

��

// Y

νn

��

// Y ′

νn
��

// 0

0 // A // Y // Y ′ // 0

に蛇の補題を適用して，完全系列

Y ′[νn] −→ A/νnA −→ Y/νnY −→ Y ′/νnY
′ −→ 0

が得られる．
0 −→ Y ′ −→ E

は完全で，E[νn] = 0だったので Y ′[νn] = 0である．よって

0 −→ A/νnA −→ Y/νnY −→ Y ′/νnY
′ −→ 0
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は完全である．また，Aは有限なので，非負整数mが存在し，n ≥ mに対して (p, T )nA =

0となる．νn ∈ (p, T )n だったので，n ≥ mに対し νnA = 0となり，

#Y/νnY = #A ·#Y ′/νnY
′

が得られる．

非負整数 n0 を

n0 > m, (p− 1)pn0 > max{mj deg fj(T ) | 1 ≤ j ≤ t}

を満たすように取ると，n ≥ n0 に対し

#An = #Xn

= #X/νnY

= #X/Y ·#Y/νnY

= #A0 ·#A ·#Y ′/νnY
′

= #A0 ·#A ·#E/νnE

= #A0 ·#A · pλn+µp
n+ν

が成り立つ．#A0, #Aは nに依らないので

#An = pλ(k∞/k)n+µ(k∞/k)pn+ν(k∞/k)

と表すことができる．以上により次の定理が示された．

定理 4.17 (岩澤 [Iwa1, page 224, Theorem 11]). An を kn のイデアル類群の Sylow p

部分群とする．このとき k∞/k のみに依存する非負整数 λ(k∞/k), µ(k∞/k), n0 と整数

ν(k∞/k)が存在し， n ≥ n0 に対して

#An = pλ(k∞/k)n+µ(k∞/k)pn+ν(k∞/k)

が成り立つ．

定理 4.17の λ(k∞/k), µ(k∞/k), ν(k∞/k)を岩澤不変量といい，特に k∞/kが円分 Zp
拡大のとき λp(k), µp(k), νp(k)とかく（[福田 1]参照）．

Λ加群の擬同型について推移律は成り立つが，対称律は一般には成り立たない．しかし，

有限生成ねじれ Λ加群M , M ′ に対しては，M −→M が擬同型であることとM ′ −→M

30



が擬同型であることは同値である（[伊藤, page 14, 注意]，[Was, page 272, Warning]参

照）．定理 4.14とその証明から，X と Y は同じ特性多項式

charΛ(X) = charΛ(Y ) =
s∏
i=1

pni

t∏
j=1

fj(T )
mj

をもつ．これを k∞/kの岩澤多項式という（[福田 1]参照）．

4.3 水澤靖氏による Iwapoly.gpとそれを用いた計算例

この節では水澤靖氏によって作成された，PARI/GP [PARI1] のプログラムである

Iwapoly.gp [水澤] を用いて，岩澤多項式に関する計算例を紹介する．Iwapoly.gp は

水澤靖氏の researchmap における資料公開 https://researchmap.jp/read0206718/

published_works 上に公開されている．詳細については Mizusawa [Miz1] も見てほし

い．Iwapoly.gpは Itoh [Ito]においても用いられている．

星研究室 OB である半内広貴先輩の修士論文 [半内] や，本節の内容と関わりの深い

[田谷/福田]も参照してほしい．
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Iwapoly.gp (水澤靖 [水澤]，Mizusawa [Miz1])� �
Iwapoly(p,m,n,f)=

{

local(a,c,d,F,g,i,j,k,L,P,Q,q,r,s,t,u,v);

if(isprime(p)==0,error("not prime"));

d=quaddisc(-m);q=p;if(p==2,q=4;if(d%8==0,d=d\2));

if(d==-q,if(f==2,return(0));return([1,0]));

P=p^n;Q=P*q;if(f==1,g=Mod(1+lcm(q,abs(d)),Q),g=Mod(1+q,Q));

/* coefficients of Stickelberger elements */

if(p<4,a=Mod(1,Q),a=znprimroot(Q)^P);

F=listcreate(P);

s=1;u=(eulerphi(q)-2)\2;v=lcm(q,abs(d))\q-1;

for(i=0,P-1,

c=Mod(0,P);t=s;

for(k=0,u,

for(j=1,v,c=c+j*kronecker(d,t+j*Q));

t=lift(t*a)

);

listput(F,c);s=lift(s*g)

);� �
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Iwapoly.gp (水澤靖 [水澤]，Mizusawa [Miz1]) 続き� �
/* Iwasawa power series and lambda invariants */

c=Mod(0,P);for(i=0,P-1,c=c+F[i+1]);

if(c%p<>0,if(f==2,return(0));return([1,0]));

g=c;L=1;

while(L<P,

c=Mod(0,P);for(i=1,P-L,c=c+F[i+1]*binomial(P-i,L));

g=g+c*x^L;if(c%p<>0,break);L=L+1

);

if(L==P,if(f==2,return(-1),return([0,0])));

if(f==2,return(L));

if(L==1 & kronecker(d,p)==1,return([x,0]));

r=1;while(L>p^r,r=r+1);

if(n==r,return([x^L,1]));

Q=p^(n-r+1);s=(n-r)*L;

for(k=L+1,min(P-1,s-1+L),

c=Mod(0,Q);for(i=1,P-k,c=c+F[i+1]*binomial(P-i,k));

g=g+c*x^k

);

/* distinguished polynomials */

F=g%x^L;v=1/(g\x^L+O(x^s));g=F*v+O(x^s);u=1;t=1;

for(j=1,n-r-1,

t=truncate(-g*t+O(x^(s+L-j*L)))\x^L+O(x^(s-j*L));

u=u+t

);

P=x^L+truncate(F*(u*v+O(x^L))+O(x^L));

return([lift(P),n-r+1])

}� �
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水澤靖氏が作成した Iwapoly.gpを用いて，1 ≤ m ≤ 106 の範囲で k = Q(
√
−m)の円

分 Z3 拡大 k∞/k の λ不変量 λ = λ3(k)が 10以上となる mをまとめたものが次の表で

ある．なお，λ = 8となる mは 142個，λ = 9となる mは 45個，λ = 10となる mは

19 個，λ = 11 となる m は 6 個，λ = 12 となる m は 1 個，λ = 13 となる m は 0 個，

λ = 14となるmは 1個であった．

表 1 λ3(k) ≥ 10となる k = Q(
√
−m) (1 ≤ m ≤ 106)

λ = λ3(k) m : k = Q(
√
−m)

10 23834 = 2 · 17 · 701, 155677 = 41 · 3797, 192257 = 13 · 23 · 643,
200651 = 11 · 17 · 29 · 37, 315503 = 17 · 67 · 277, 346847 = 151 · 2297,
352718 = 2 · 31 · 5689, 373990 = 2 · 5 · 149 · 251, 431803 = 431803,

441299 = 37 · 11927, 484397 = 484397, 614217 = 3 · 53 · 3863,
629105 = 5 · 125821, 646546 = 2 · 323273, 667001 = 73 · 9137,
704474 = 2 · 352237, 835310 = 2 · 5 · 7 · 11933, 839737 = 617 · 1361,
892631 = 709 · 1259

11 53301 = 3 · 109 · 163, 287423 = 197 · 1459, 550538 = 2 · 275269,
580037 = 23 · 25219, 818615 = 5 · 7 · 19 · 1231, 896771 = 896771

12 721981 = 13 · 19 · 37 · 79
13

14 956238 = 2 · 3 · 197 · 809

[田谷/福田, page 302], [福田 1, page 128]では 0 < m < 107 の範囲での λの分布を与

えているが，具体的な mの値についてはいくつかの例が紹介されているのみである．し

かし，それぞれの例においてはイデアル類群の p部分の構造を決定していたりと，大変興

味深いので是非参考にしてほしい．

以下では表 1を得るために，水澤靖氏の作成した Iwapoly.gp [水澤]をどのように用い

るかを説明する．

まず，コンピュータに PARI/GP [PARI1]をインストールする必要がある．PARI/GP

については [福田 2,第 16章]も参考にしてほしい．インストールが完了したら，PARI/GP

のショートカットのプロパティで作業フォルダを指定し，作業フォルダーの中に

Iwapoly.gpをおく（拡張子は gpとする）．PARI/GPを起動すると
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gp >

と表示されるので

gp > read("Iwapoly.gp");

として Enter キーを押して実行すると Iwapoly.gp が読み込まれる．ここで用いる関数

について説明すると Iwapoly(p,m,n,2)は λ < pn となる nに対して，k = Q(
√
−m)

の円分 Zp 拡大 k∞/k の λ 不変量 λ = λp(k) を返す．また，Iwapoly(p,m,n,1) は

λ < pn となる nに対して，k∞/k の岩澤多項式 P (x)の近似を返す．より詳しいことは

Mizusawa [Miz1]を見てほしい．試しに

gp > Iwapoly(3,23834,3,2)

として実行すると

10

と出力され，λ3(Q(
√
−23834)) = 10であることがわかる．

gp > Iwapoly(3,23834,3,1)

として実行すると

[x^10, 1]

と出力され，P (x) ≡ x10 (mod 31) であることがわかる．また，PARI/GP を起動した

際に

parisize = 8000000

のように表示されるが，これは PARI/GP に割り当てられたメモリのサイズを表してお

り，必要に応じて

gp > allocatemem(2*10^9)

*** Warning: new stack size = 2000000000 (1907.349 Mbytes).

のようにしてメモリを確保してほしい．次に，表 1を得るために以下のプログラムを実行

する．

gp > {
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for(m=1,10^6,

if(m%10^5==0,

print("m = ",m)

);

if(issquarefree(-m),,next); \\ -mが squarefreeでないならば，次の m

n=1;

lambda=Iwapoly(3,m,n,2);

while(lambda<0,

n=n+1;

lambda=Iwapoly(3,m,n,2)

); \\ lambda = Iwapoly(3,m,n,2)が lambda不変量

if(lambda>7,

Iwasawapolynomial=Iwapoly(3,m,n,1);

print("m = ",m," = ",factor(m),

", lambda = ",lambda,",",Iwasawapolynomial);

write("example.log","m = ",m," = ",factor(m),

", lambda = ",lambda,",",Iwasawapolynomial)

)

)}

プログラムをこのように{}で括ることでコマンドプロンプト内で改行ができるようにな
る（[PARI2, 2.2.3, Special editing characters]を参考にしてほしい）．また，write の
部分によって，表示結果と同じものがファイル example.logに書き出されるようになっ
ている．実行結果として，1 ≤ m ≤ 106 の範囲で λ ≥ 8となるm, mの素因数分解，λ,

Iwapoly(3,m,n,1)が以下のように表示される．

m = 2789 = Mat([2789, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 7646 = [2, 1; 3823, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 14493 = [3, 1; 4831, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 15294 = [2, 1; 3, 1; 2549, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 21107 = Mat([21107, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 23834 = [2, 1; 17, 1; 701, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 35967 = [3, 1; 19, 1; 631, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 41570 = [2, 1; 5, 1; 4157, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 53301 = [3, 1; 109, 1; 163, 1], lambda = 11,[x^11, 1]

m = 55274 = [2, 1; 29, 1; 953, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 69061 = Mat([69061, 1]), lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 3*x^5 + 3*x^4 + 3*x +
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6, 2]

m = 73067 = [31, 1; 2357, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 73817 = [97, 1; 761, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 87414 = [2, 1; 3, 1; 17, 1; 857, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 99653 = [227, 1; 439, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 100000

m = 106282 = [2, 1; 11, 1; 4831, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 114113 = Mat([114113, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 117782 = [2, 1; 7, 1; 47, 1; 179, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 119681 = [19, 1; 6299, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 122846 = [2, 1; 239, 1; 257, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 128222 = [2, 1; 61, 1; 1051, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 3*x^7 + 3*x^6

+ 6*x^5 + 3*x^4 + 6*x, 2]

m = 136499 = [11, 1; 12409, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 6*x^6 + 6*x^2, 2]

m = 145769 = [13, 1; 11213, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 6*x^7 + 6*x^5 + 6*x

^4 + 3*x^3 + 3*x, 2]

m = 154589 = Mat([154589, 1]), lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 3*x^7 + 6*x^2, 2]

m = 155677 = [41, 1; 3797, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 160417 = [19, 1; 8443, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 165810 = [2, 1; 3, 1; 5, 1; 5527, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 170913 = [3, 1; 23, 1; 2477, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 174767 = Mat([174767, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 183158 = [2, 1; 17, 1; 5387, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 190515 = [3, 1; 5, 1; 13, 1; 977, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 192257 = [13, 1; 23, 1; 643, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 200000

m = 200651 = [11, 1; 17, 1; 29, 1; 37, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 201023 = [41, 1; 4903, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 203178 = [2, 1; 3, 1; 33863, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 214822 = [2, 1; 37, 1; 2903, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^6 + 6*x^5 + 3*x^4

+ 6*x^3 + 6*x^2 + 3, 2]

m = 220233 = [3, 1; 13, 1; 5647, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 228403 = [7, 1; 67, 1; 487, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 240617 = [13, 1; 83, 1; 223, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 241683 = [3, 1; 13, 1; 6197, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 3*x^4 + 6*x^3,

2]

m = 254442 = [2, 1; 3, 1; 42407, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 3*x^7 + 6*x^6

+ 3*x^5 + 3*x^3 + 3*x^2 + 3*x, 2]

m = 262166 = [2, 1; 47, 1; 2789, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 268078 = [2, 1; 134039, 1], lambda = 8, [x^8, 1]
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m = 271103 = [7, 1; 38729, 1], lambda=9, [x^9 + 6*x^7 + 6*x^5 + 6*x^3 + 6*x, 2

]

m = 271299 = [3, 1; 7, 1; 12919, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 279722 = [2, 1; 139861, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 287423,factor(m) = [197, 1; 1459, 1], lambda = 11, [x^11, 1]

m = 293165 = [5, 1; 17, 1; 3449, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 293306 = [2, 1; 13, 1; 29, 1; 389, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 298241 = [23, 1; 12967, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 300000

m = 301341 = [3, 1; 100447, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^6 + 6*x^5 + 3*x^4 + 3*x

^3 + 3*x, 2]

m = 304430 = [2, 1; 5, 1; 7, 1; 4349, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 6*x^7 + 6

*x^6 + 3*x^5 + 3*x, 2]

m = 305183 = [61, 1; 5003, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 312377 = [13, 1; 24029, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 312794 = [2, 1; 29, 1; 5393, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 315503 = [17, 1; 67, 1; 277, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 318959 = [31, 1; 10289, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 6*x^6 + 3*x^5 + 6*x

^4 + 3*x^3 + 3*x, 2]

m = 323582 = [2, 1; 7, 1; 29, 1; 797, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 338135 = [5, 1; 7, 1; 9661, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 340201 = Mat([340201, 1]), lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 6*x^6 + 6*x^3 + 3*x

+ 3, 2]

m = 345718 = [2, 1; 172859, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 346847 = [151, 1; 2297, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 352718 = [2, 1; 31, 1; 5689, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 367310 = [2, 1; 5, 1; 23, 1; 1597, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 369478 = [2, 1; 17, 1; 10867, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 370461 = [3, 1; 7, 1; 13, 1; 23, 1; 59, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 372515 = [5, 1; 11, 1; 13, 1; 521, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 373990 = [2, 1; 5, 1; 149, 1; 251, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 377023 = [181, 1; 2083, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 399653 = [17, 1; 23509, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 399730 = [2, 1; 5, 1; 71, 1; 563, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 6*x^5 + 6

*x^3 + 3*x + 3, 2]

m = 400000

m = 403206 = [2, 1; 3, 1; 17, 1; 59, 1; 67, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 407677 = [17, 1; 23981, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 407927 = [13, 1; 31379, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 408022 = [2, 1; 31, 1; 6581, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 3*x^7 + 3*x^5

38



+ 6*x^4 + 3*x, 2]

m = 411059 = [11, 1; 37369, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^7 + 6*x^6 + 6*x^3 + 3*x

^2, 2]

m = 415379 = Mat([415379, 1]), lambda = 9, [x^9 + 3*x^7 + 6*x^5 + 6*x^2, 2]

m = 421598 = [2, 1; 71, 1; 2969, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 422495 = [5, 1; 84499, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 425157 = [3, 1; 141719, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 428057 = [7, 1; 61151, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 429278 = [2, 1; 214639, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 6*x^7 + 6*x^6 + 3*x

^5 + 3*x^3, 2]

m = 431803 = Mat([431803, 1]), lambda = 10, [x^10, 1]

m = 435866 = [2, 1; 217933, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 441299 = [37, 1; 11927, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 451789 = [13, 1; 23, 1; 1511, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 6*x^7 + 6*x^5

+ 3*x^3 + 6, 2]

m = 456961 = [43, 1; 10627, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 460709 = Mat([460709, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 462503 = [317, 1; 1459, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 3*x^7 + 3*x^6 + 6*x

^5 + 6*x^4 + 6*x^3 + 6*x^2, 2]

m = 465302 = [2, 1; 73, 1; 3187, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 474490 = [2, 1; 5, 1; 23, 1; 2063, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 480030 = [2, 1; 3, 1; 5, 1; 16001, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 481603 = [29, 1; 16607, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 482606 = [2, 1; 241303, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 6*x^7 + 3*x^5 + 6*x

, 2]

m = 484397 = Mat([484397, 1]), lambda = 10, [x^10, 1]

m = 490163 = [47, 1; 10429, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 3*x^5 + 6*x^4 + 3*x

^2, 2]

m = 497494 = [2, 1; 41, 1; 6067, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 500000

m = 509030 = [2, 1; 5, 1; 109, 1; 467, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 516323 = Mat([516323, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 516671 = [47, 1; 10993, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^7 + 6*x^5 + 3*x^4 + 3*x

^3 + 6*x^2 + 6*x, 2]

m = 531213 = [3, 1; 113, 1; 1567, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 531533 = [461, 1; 1153, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 545057 = Mat([545057, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 550538 = [2, 1; 275269, 1], lambda = 11, [x^11, 1]

m = 551965 = [5, 1; 101, 1; 1093, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^6 + 3*x^3 + 3*x^2

+ 3*x, 2]
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m = 554511 = [3, 1; 184837, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 569930 = [2, 1; 5, 1; 56993, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 6*x^7 + 3*x^6

+ 3*x^3 + 3*x^2, 2]

m = 580037 = [23, 1; 25219, 1], lambda = 11, [x^11, 1]

m = 580133 = Mat([580133, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 582014 = [2, 1; 291007, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 583643 = [409, 1; 1427, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 586253 = [107, 1; 5479, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 587438 = [2, 1; 419, 1; 701, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 587963 = [577, 1; 1019, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 588741 = [3, 1; 196247, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 592247 = [47, 1; 12601, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 593065 = [5, 1; 11, 1; 41, 1; 263, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 598673 = [59, 1; 73, 1; 139, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 3*x^3 + 6*x^2

+ 3*x, 2]

m = 599258 = [2, 1; 11, 1; 27239, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 600000

m = 600749 = [31, 1; 19379, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 601070 = [2, 1; 5, 1; 60107, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 601338 = [2, 1; 3, 1; 31, 1; 53, 1; 61, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 608915 = [5, 1; 193, 1; 631, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 609190 = [2, 1; 5, 1; 60919, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 614217 = [3, 1; 53, 1; 3863, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 614573 = [353, 1; 1741, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 619351 = [89, 1; 6959, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 624635 = [5, 1; 11, 1; 41, 1; 277, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 627074 = [2, 1; 7, 1; 47, 1; 953, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 629105 = [5, 1; 125821, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 629174 = [2, 1; 7, 1; 13, 1; 3457, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 630506 = [2, 1; 367, 1; 859, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 630635 = [5, 1; 126127, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 635666 = [2, 1; 59, 1; 5387, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 6*x^7 + 3*x^6

+ 6*x^5 + 6*x^4 + 3*x^3 + 3*x, 2]

m = 641705 = [5, 1; 128341, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 643415 = [5, 1; 128683, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 645899 = [709, 1; 911, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 646409 = [373, 1; 1733, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 646546 = [2, 1; 323273, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 655961 = Mat([655961, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 664367 = [11, 1; 60397, 1], lambda = 8, [x^8, 1]
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m = 667001 = [73, 1; 9137, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 677297 = [17, 1; 39841, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 6*x^7 + 6*x^6 + 6*x

^5, 2]

m = 679199 = [419, 1; 1621, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 685137 = [3, 1; 137, 1; 1667, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 693857 = [79, 1; 8783, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 696190 = [2, 1; 5, 1; 11, 1; 6329, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 698279 = [47, 1; 83, 1; 179, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 700000

m = 700985 = [5, 1; 140197, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 701365 = [5, 1; 7, 1; 29, 1; 691, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 3*x^6 + 3

*x^5 + 6*x^4 + 3*x + 6, 2]

m = 704474 = [2, 1; 352237, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 707902 = [2, 1; 13, 1; 19, 1; 1433, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 721866 = [2, 1; 3, 1; 31, 1; 3881, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 721981 = [13, 1; 19, 1; 37, 1; 79, 1], lambda = 12, [x^12, 1]

m = 728135 = [5, 1; 107, 1; 1361, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^6 + 3*x^5 + 6*x^4

+ 3*x, 2]

m = 728701 = Mat([728701, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 736714 = [2, 1; 11, 1; 33487, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 738746 = [2, 1; 29, 1; 47, 1; 271, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^6 + 3*x^5 +

6*x^4 + 6*x^3 + 3*x, 2]

m = 745667 = [13, 1; 41, 1; 1399, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 759341 = [11, 1; 69031, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 767089 = Mat([767089, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 771629 = Mat([771629, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 782165 = [5, 1; 311, 1; 503, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 792461 = Mat([792461, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 796361 = Mat([796361, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 796922 = [2, 1; 7, 1; 56923, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 6*x^7 + 3*x^6

+ 6*x^5 + 6*x^4 + 3*x^3 + 3*x^2 + 3*x, 2]

m = 800000

m = 809009 = [823, 1; 983, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 809043 = [3, 1; 61, 1; 4421, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^6 + 3*x^5 + 3*x^4

+ 3*x^2 + 3*x + 3, 2]

m = 818615 = [5, 1; 7, 1; 19, 1; 1231, 1], lambda = 11, [x^11, 1]

m = 821234 = [2, 1; 410617, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 828419 = [19, 1; 59, 1; 739, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 833290 = [2, 1; 5, 1; 23, 1; 3623, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 835310 = [2, 1; 5, 1; 7, 1; 11933, 1], lambda = 10, [x^10, 1]
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m = 836223 = [3, 1; 278741, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 838730 = [2, 1; 5, 1; 83873, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 839737 = [617, 1; 1361, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 846098 = [2, 1; 11, 1; 38459, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 853334 = [2, 1; 131, 1; 3257, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 853382 = [2, 1; 426691, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 856439 = [37, 1; 79, 1; 293, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 6*x^5 + 6*x^4

+ 3*x^3 + 3*x^2 + 6*x, 2]

m = 858286 = [2, 1; 11, 1; 13, 1; 3001, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 861854 = [2, 1; 7, 1; 61561, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 6*x^5 + 6*x^3

+ 3*x, 2]

m = 863489 = [11, 1; 23, 1; 3413, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 869327 = [431, 1; 2017, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 876515 = [5, 1; 175303, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 885683 = [17, 1; 53, 1; 983, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 888002 = [2, 1; 444001, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 892631 = [709, 1; 1259, 1], lambda = 10, [x^10, 1]

m = 896771 = Mat([896771, 1]), lambda = 11, [x^11, 1]

m = 896879 = Mat([896879, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 900000

m = 900174 = [2, 1; 3, 1; 11, 1; 23, 1; 593, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 6*

x^3 + 3*x^2, 2]

m = 900559 = [11, 1; 81869, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 902435 = [5, 1; 101, 1; 1787, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^7 + 6*x^6 + 6*x^2

+ 3*x, 2]

m = 909971 = Mat([909971, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 916691 = [17, 1; 53923, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^5 + 3*x^4 + 6*x^2 + 6*x

, 2]

m = 916985 = [5, 1; 183397, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 3*x^6 + 3*x^3 + 3*x

^2, 2]

m = 921089 = [13, 1; 70853, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 934667 = [19, 1; 49193, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^4 + 3*x^2, 2]

m = 937339 = [13, 1; 72103, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 945307 = [11, 1; 19, 1; 4523, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 945358 = [2, 1; 47, 1; 89, 1; 113, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 955418 = [2, 1; 607, 1; 787, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^8 + 3*x^7 + 6*x^4

+ 3*x^3 + 3*x^2 + 3*x, 2]

m = 956238 = [2, 1; 3, 1; 197, 1; 809, 1], lambda = 14, [x^14, 1]

m = 959090 = [2, 1; 5, 1; 11, 1; 8719, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 960914 = [2, 1; 67, 1; 71, 1; 101, 1], lambda = 8, [x^8, 1]
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m = 963023 = [613, 1; 1571, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 6*x^6 + 3*x^5 + 3*x

^4 + 3*x^2, 2]

m = 967001 = [7, 1; 138143, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^7 + 3*x^6 + 6*x^4 + 3*x

^3, 2]

m = 975455 = [5, 1; 13, 1; 43, 1; 349, 1], lambda = 9, [x^9 + 3*x^7 + 3*x^6 +

6*x^5 + 3*x, 2]

m = 977773 = [127, 1; 7699, 1], lambda = 9, [x^9 + 6*x^8 + 6*x^7 + 3*x^6 + 6*x

^4 + 6*x^3 + 6*x^2 + 3*x, 2]

m = 979907 = Mat([979907, 1]), lambda = 8, [x^8, 1]

m = 980682 = [2, 1; 3, 1; 73, 1; 2239, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 981565 = [5, 1; 13, 1; 15101, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 982430 = [2, 1; 5, 1; 17, 1; 5779, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 990101 = [7, 1; 141443, 1], lambda = 8, [x^8, 1]

m = 1000000

このプログラムとほぼ同等のプログラムによる計算には Intel(R) Core(TM) i5-7200U

CPU (2.50GHz, 8.00 GB RAM, Windows)搭載のノートパソコンで 3週間ほど時間を

要した．この結果から λ ≥ 10となるmをまとめたものが表 1である．また，

gp > #

として実行すると

timer = 1 (on)

と表示され，以後の計算にかかった時間が表示されるようになる．岩澤多項式 P (x)のよ

り詳細な近似が知りたいときは，nの値を大きくすればよい．

gp > Iwapoly(3,721981,4,1)

time = 2min, 19,109 ms.

[x^12 + 3*x^10 + 3*x^9 + 6*x^8 + 3*x^7 + 3*x^6 + 3*x^4 + 3*x^3 + 6*x^2

+ 3*x + 3, 2]

では

P (x) ≡ x12 + 3x10 + 3x9 + 6x8 + 3x7

+ 3x6 + 3x4 + 3x3 + 6x2 + 3x+ 3 (mod 32)

が出力され，
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gp > Iwapoly(3,721981,5,1)

time = 7min, 2,453 ms.

[x^12 + 21*x^10 + 3*x^9 + 24*x^8 + 3*x^7 + 3*x^6 + 21*x^4 + 3*x^3 + 6*

x^2 + 3*x + 3, 3]

では

P (x) ≡ x12 + 21x10 + 3x9 + 24x8 + 3x7

+ 3x6 + 21x4 + 3x3 + 6x2 + 3x+ 3 (mod 33)

が出力されているが，11次の項と 5次の項が消えている．

gp > Iwapoly(3,721981,6,1)

time = 22min, 24,829 ms.

[x^12 + 27*x^11 + 75*x^10 + 30*x^9 + 51*x^8 + 3*x^7 + 3*x^6 + 54*x^5 +

75*x^4 + 57*x^3 + 60*x^2 + 3*x + 57, 4]

では

P (x) ≡ x12 + 27x11 + 75x10 + 30x9 + 51x8 + 3x7

+ 3x6 + 54x5 + 75x4 + 57x3 + 60x2 + 3x+ 57 (mod 34)

が出力され，すべての項が現れている．表 1で最大の λ = 14となるm = 956238に対し

ても

gp > Iwapoly(3,956238,5,1)

time = 7min, 5,125 ms.

[x^14 + 9*x^13 + 24*x^12 + 18*x^11 + 24*x^10 + 12*x^9 + 15*x^8 + 21*x^

7 + 21*x^6 + 12*x^5 + 3*x^4 + 3*x^3 + 15*x^2 + 24*x + 21, 3]

や

gp > Iwapoly(3,956238,6,1)

time = 9min, 45,344 ms.

[x^14 + 63*x^13 + 51*x^12 + 72*x^11 + 24*x^10 + 39*x^9 + 69*x^8 + 75*x

^7 + 75*x^6 + 39*x^5 + 30*x^4 + 30*x^3 + 69*x^2 + 24*x + 75, 4]

のように計算できる．この計算を例としてまとめておく．
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例 4.18.

(1) k = Q(
√
−721981)の円分 Z3 拡大に対して λ = λ3(k) = 12であり，岩澤多項式

P (x)について

P (x) ≡ x12 + 27x11 + 75x10 + 30x9 + 51x8 + 3x7

+ 3x6 + 54x5 + 75x4 + 57x3 + 60x2 + 3x+ 57 (mod 34).

(2) k = Q(
√
−956238)の円分 Z3 拡大に対して λ = λ3(k) = 14であり，岩澤多項式

P (x)について

P (x) ≡ x14 + 63x13 + 51x12 + 72x11 + 24x10 + 39x9 + 69x8

+ 75x7 + 75x6 + 39x5 + 30x4 + 30x3 + 69x2 + 24x+ 75 (mod 34).
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5 非アーベル岩澤理論

5章では，著者が岩澤理論について学んでいて興味を持った非アーベル岩澤理論につい

て，主に [尾崎]に基づいて紹介する．岩澤理論にはその非可換化が複数考えられており，

その中で非アーベル岩澤理論は「作用される群の非可換化」を目指したもの（[尾崎, page

313]参照）である．

pro-finite 群などについては [足立, 7.3 節] や Neukirch-Schmidt-Wingberg [NSW] を

参照してほしい．

5.1 記号の準備

pを素数，kを有限次代数体とし，K/kを Zp 拡大とする．また，kn を n-th layerとす

る．ここで，分岐する素点に条件を付けるために次の記号を用意する．

F を有限次とは限らない一般の代数体，S を F の素点からなる集合とし，FS(p)を F

の最大 S 分岐 p拡大とする．ここで S 分岐とは，S に含まれる素点以外は不分岐である

と定義する．また，GF,S(p) = Gal(FS(p)/F )とおく．

S = ∅の場合として，有限次代数体 kの最大不分岐 p拡大 k∅(p)/kのガロア群Gk,∅(p)

については以下のことが知られている（[尾崎, page 315]参照）．

(1) Gk,∅(p)は有限表示 pro-p群である．すなわち，pro-p群の完全系列

1→ R→ Fd → Gk,∅(p)→ 1

が存在する．ここで Fd は有限階数 d の自由 pro-p 群であり，R は有限個の元

t1, t2, . . . , tr で Fd の正規閉部分群として生成される：

R = (t1, t2, . . . , tr)Fd
:= ⟨gtig−1 | g ∈ Fd, 1 ≤ i ≤ r⟩.

(2) Gk,∅(p)は FAb群 (Finite Abelianization group)である．すなわち，Gk,∅(p)の

任意の開部分群 H のアーベル化 Hab = H/[H,H]は有限である（[H,H]は閉包を

とっている）．

(3) Gk,∅(p)は無限になり得る（Golod-Šafarevič [GS]）．

さらに次の定理が尾崎学氏によって与えられている．
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定理 5.1 (尾崎 [Oza2, page 650, Theorem I]). 任意の有限 p群は，ある有限次代数体 k

に対する Gk,∅(p)として実際に現れる．

ここで，

LS = KS(p), Ln,S = (kn)S(p),

G = GK,S(p) = Gal(KS(p)/K) = Gal(LS/K),

Gn = Gkn,S(p) = Gal((kn)S(p)/kn) = Gal(Ln,S/kn)

とおく．また，群 H に対し，H の降中心列

H = C1(H) ⊇ C2(H) ⊇ · · · ⊇ Ci(H) ⊇ · · ·

を
C1(H) = H, Ci+1(H) = [Ci(H), H]

で定める（位相群 H に対しては，交換子群は閉包をとる）．このとき，i ≥ 0に対して，

L
(i)
S = L

Ci+1(G)
S , L

(i)
n,S = L

Ci+1(Gn)
n,S ,

i ≥ 1に対して，

G(i) = Gal(L
(i)
S /K) ≃ G/Ci+1(G), G(i)

n = Gal(L
(i)
n,S/kn) ≃ Gn/Ci+1(Gn),

X(i) = Gal(L
(i)
S /L

(i−1)
S ) ≃ Ci(G)/Ci+1(G), X(i)

n = Gal(L
(i)
n,S/L

(i−1)
n,S ) ≃ Ci(Gn)/Ci+1(Gn)

とおく．

LS 1 Ln,S 1

L
(i)
S

G(i)

X(i)

Ci+1(G) L
(i)
n,S

G(i)
n

X(i)
n

Ci+1(Gn)

L
(i−1)
S Ci(G) L

(i−1)
n,S Ci(Gn)

K G kn Gn

X(i) は Λ = Zp[[Γ]]上の加群となり，これを第 i次岩澤加群という． S = ∅とすると，
X(1) は先に述べた岩澤加群であり，X(1)

n は Xn である．
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5.2 非アーベル岩澤公式

この節では S = ∅の場合をあつかう．

各 n ≥ 0, i ≥ 1 に対し，X(i)
n は有限アーベル p 群，G(i)

n は有限 p 群である．実際，

L
(1)
n,∅/kn は（最大）不分岐アーベル拡大なので有限次拡大である．また，L

(i)
n,∅/L

(i−1)
n,∅ も

同様に不分岐アーベル拡大である．よって有限次拡大となり，Ci(Gn)は Gn の開部分群

である．Gn が FAb群であることから有限性が，pro-p群であることから p群であること

がしたがう．

定理 5.2 (尾崎 [Oza1, page 62, Proposition 1, Proposition 2, page 66, Proposition 3],

[尾崎, page 318, 命題 3.1]参照). µ(K/k)をK/k の岩澤 µ不変量とする．

(1) µ(K/k) = 0 ならば，各 i ≥ 1 に対して X(i) は有限生成ねじれ Λ 加群であり Zp
上でも有限生成である．

(2) µ(K/k) > 0ならば，各 i ≥ 2に対して X(i) はねじれ Λ加群であるが Λ上有限生

成ではない．

(3) λ(i) := rankZpX
(i) は有限である．

定理 5.2の λ(i) を第 i次岩澤 λ不変量という（[Oza1, page 68]参照）．

次の定理 5.3が尾崎学氏によって与えられた非アーベル岩澤公式である．

定理 5.3 (尾崎 [Oza1, page 68, Theorem 1, page 60, Theorem II], [尾崎, page 319, 定

理 3.2]参照). Zp 拡大 K/k の岩澤 µ不変量が 0であると仮定する．このとき，各 i ≥ 2

に対して，整数 ν(i) と非負整数 n
(i)
0 が存在し，n ≥ n

(i)
0 に対して

#X(i)
n = pλ

(i)n+ν(i)

が成り立つ．G(i)
n の位数については，各 i ≥ 1 に対して，非負整数 m

(i)
0 が存在して，

n ≥ m
(i)
0 に対して

#G(i)
n = p(

∑i
j=1 λ

(j))n+
∑i

j=1 ν
(j)

が成り立つ．

岩澤 µ不変量が µ > 0のときは，特殊な Zp 拡大について次の定理が成り立つ．
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定理 5.4 (尾崎 [Oza1, page 75, Theorem 2], [尾崎, page 320, 定理 3.4]参照). pを奇素

数とする．Zp 拡大K/k が条件

(1) K/k の岩澤加群 X が (Λ/p)⊕µ と同型（このとき µ(K/k) = µ），

(2) K の p上の素点は唯一つ

を満たすとき，非負整数 κ(K/k), n0 と整数 ν(2)(K/k)が存在し，n ≥ n0 に対して

#X(2)
n = p(

µpn−1
2 µ)pn−κ(K/k)pn+ν(2)(K/k)

が成り立つ．

λ(i) については次の定理が成り立つ．

定理 5.5 (尾崎 [Oza1, page 85, Proposition 7], [尾崎, page 323, 命題 4.3], [Iwa2]参照).

k を有限次代数体とする．pは k で完全分解し，Zp 拡大K/k で p上の素点はすべて分岐

すると仮定する．また，r1, r2 をそれぞれ k の実無限素点，複素無限素点の個数とする．

このとき，

λ(1) ≥ r2, λ(2) ≥ r2(r2 − 1)

2
− (r1 + r2)

が成り立つ．特に λ(1), λ(2) が随意に大きくなるようなK/k が存在する．

5.3 GK,∅(p)について

定理 5.6 (水澤-尾崎 [MO, page 450, Theorem 2], [尾崎, page 324, 定理 5.3] 参照).

k = Q(
√
−m)を虚 2次体（mは平方因子を持たない正の奇数），k∞/kを円分 Z2 拡大と

する．p, q, q′, q′′ を素数とするとき，G = Gk∞,∅(2)がアーベル群となるための必要十分

条件は以下のいずれかが成り立つことである：

(1)（G = 1）m = 1またはm = q ≡ 3 (mod 8)；

(2)（G ≃ Z/2Z）m = p ≡ 5 (mod 8)；

(3)（G ≃ Z2）m = pq, p ≡ 5, q ≡ 3 (mod 8)またはm = q ≡ 7 (mod 16)；

(4)（G ≃ Z/2Z ⊕ Z2）m = qq′, q ≡ q′ ≡ 3 (mod 8) または m = p ≡ 9 (mod 16),

2
p−1
4 ≡ 1 (mod p)；

(5)（G ≃ Z⊕2
2 ）m = qq′q′′, q ≡ q′ ≡ q′′ ≡ 3 (mod 8) または m = pq, p ≡ 9

(mod 16), q ≡ 3 (mod 8), 2
p−1
4 ≡ 1 (mod p)；
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(6)（G ≃ Z⊕3
2 ）m = q ≡ 15 (mod 32)．さらに k∞/k の岩澤多項式 P (T ) について

P (−1) ≡ 1 (mod 4)．

注意 5.7. 虚 2次体Q(
√
−m), Q(

√
−2m)は同じ円分 Z2 拡大を持つ（[福田 2, page 128]

参照）．このことから，定理 5.6はすべての虚 2次体について，Gがアーベル群となるた

めの必要十分条件を述べていることになる．

定理 5.8 (岡野 [Oka, pages 363–364, Theorem 1.1], [尾崎, page 324, 定理 5.4]参照). k

を虚 2 次体，p を奇素数とし，k∞/k を円分 Zp 拡大とする．このとき，G = Gk∞,∅(p)

がアーベル群になるための必要十分条件は以下のいずれかが成り立つことである：

(1)（G = 1または G ≃ Zp）k∞/k の岩澤 λ不変量 λ(k∞/k)が 1以下である；

(2)（G ≃ Zp ⊕Zp）λ(k∞/k) = 2かつ kのイデアル類群の p部分が p上の素イデアル

の冪を含む類たちで生成される（言い換えると，k 上の不分岐アーベル p拡大で k

の p上の素点がすべて完全分解するようなものは自明な拡大以外に存在しない）．

Gk∞,∅(p)の構造が決定可能であり，非アーベル群になる例として以下が知られている．

定理 5.9 (水澤 [Miz2, page 94, Theorem 1], [Miz3, page 118, Theorem 2.1, Theorem

2.2], [尾崎, page 326, 定理 5.7]参照).

(1) p1, p2, q を p1 ≡ p2 ≡ 5 (mod 8), q ≡ 3 (mod 8) である相異なる素数とし，(
p1p2
q

)
= −1,

(
p1
p2

)
= 1と仮定する．さらに Q(

√
p1p2)の基本単数の Qへのノ

ルムが 1 であると仮定する．このとき，k = Q(
√
p1p2q) 上の円分 Z2 拡大 k∞/k

について
Gk∞,∅(2) ≃ D2m

が成り立つ．ここで D2m は位数 2m の正 2 面体群であり，m ≥ 3 は 2m−2 が

Q(
√
p1p2)の類数の 2部分となるような整数である．

(2) k = Q(
√
−m), 0 < m ≡ 1 (mod 4)は平方因子を持たないとする．さらに，円分

Z2 拡大 k∞/k の λ不変量が 1であると仮定する．このとき，

Gk∞,∅(2) ≃ ⟨a, b | bab−1 = a−1, a2d = 1⟩pro-2

が成り立つ．ここで d <∞は Q(
√
m)の円分 Z2 拡大の岩澤加群の位数である．

(3) q1, q2 を q1 ≡ 3 (mod 8), q2 ≡ 7 (mod 16) である素数とする．このとき， k =
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Q(
√
−q1q2)上の円分 Z2 拡大 k∞ について

Gk∞,∅(2) ≃ ⟨a, b, c | bab−1 = a−1, [b, c] = a2, [a, c] = 1⟩pro-2

が成り立つ．

5.4 今後について

4.3節において水澤靖氏によって作成された Iwapoly.gpを用い，虚 2次体の円分 Z3 拡

大の岩澤 λ 不変量と岩澤多項式を調べた．今回の計算では叶わなかったが，λ3(k) ≥ 15

となる λ不変量を見つけ出し，また，どのような条件で λ不変量が大きくなるのかなど

について考察したい．さらに，Iwapoly.gpでは 3以外の素数 pに対する円分 Zp 拡大につ
いても計算することができるので，より広範囲な計算を試してみたい．

また，藤井俊氏から，例 4.18において kn のイデアル類群の 3部分が計算できるのでは

ないかという指摘をいただいたが，そのことを本論文に反映させるまでに至れなかった．

[田谷/福田, 5.1節]などを参考にして，理解と考察をさらに深めていきたい．

5章に関連する話題として，Mizusawa [Miz4]にも興味を抱いたので，こちらも読み進

めていきたい．
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追記（2024年 3月 8日）

福田隆先生に修士論文を見ていただき，アドバイスをいただくことができた．ここ

に感謝申し上げます．特に subcycloiwasawa を教えていただけたので，星先生に研

究室のコンピュータを用いてもらうことで，より高速に計算を行なうことができた．

（subcycloiwasawa は PARI/GP [PARI3], [PARI4], [PARI5] の最新版で利用できる．

[PARI6] も参照してほしい．）以下に subcycloiwasawa で得られた結果を紹介する．

λ3(k) ≥ 8なる k = Q(
√
−m) (1 ≤ m ≤ 106 :平方因子を持たない) を計算してみると，

次の表 2が得られる．これは 4.3節の Iwapoly.gpによる結果と一致している．

表 2 λ3(k) ≥ 8となる k = Q(
√
−m)の個数 (1 ≤ m ≤ 106：607926個中)

λ = λ3(k) 8 9 10 11 12 13 14 計

# 142 45 19 6 1 0 1 214

λ3(k) ≥ 8 なる k = Q(
√
−m) (1 ≤ m ≤ 107 : 平方因子を持たない) を計算してみる

と，次の表 3が得られる．これは [田谷/福田, 5.1節]による結果と一致している．

表 3 λ3(k) ≥ 8となる k = Q(
√
−m)の個数 (1 ≤ m ≤ 107：6079291個中)

λ = λ3(k) 8 9 10 11 12 13 14 計

# 1486 473 175 64 11 6 5 2220

さらに subcycloiwasawaによる計算を続けていくことで，次の表 4，表 5，表 6を得

ることができた．

表 4 λ3(k) ≥ 8となる k = Q(
√
−m)の個数 (107 ≤ m ≤ 2 · 107：6079284個中)

λ = λ3(k) 8 9 10 11 12 13 14 計

# 1422 445 177 60 13 5 1 2123

表 5 λ3(k) ≥ 8となる k = Q(
√
−m)の個数 (2 · 107 ≤ m ≤ 3 · 107：6079254個中)

λ = λ3(k) 8 9 10 11 12 13 14 15 16 計

# 1470 522 159 67 18 4 1 4 1 2246



表 6 λ3(k) ≥ 8となる k = Q(
√
−m)の個数 (3 · 107 ≤ m ≤ 4 · 107：6079224個中)

λ = λ3(k) 8 9 10 11 12 13 14 15 計

# 1521 508 175 52 14 5 3 1 2279

λ3(k) = 17 となる k = Q(
√
−m) も計算を進めれば見つかるだろうと予想している．

mを動かしたとき λ = λ3(k)に上界があるのかについては見当もつかないが，いくらで

も大きい λが存在するのではないかと思っている．

Iwapoly.gpを用い，1 ≤ m ≤ 4 · 107 の範囲で λ3(k) ≥ 15となる 6個の k = Q(
√
−m)

について計算すると以下のようになる．

gp > Iwapoly(3,20526146,6,1)

time = 14h, 10min, 46,906 ms.

[x^15 + 51*x^14 + 15*x^13 + 48*x^11 + 21*x^10 + 54*x^9 + 9*x^8 + 27*x^

7 + 18*x^6 + 78*x^5 + 12*x^4 + 48*x^3 + 54*x^2 + 36*x, 4]

gp > Iwapoly(3,22485319,6,1)

time = 4h, 29,578 ms.

[x^15 + 6*x^14 + 60*x^13 + 75*x^12 + 60*x^11 + 12*x^10 + 21*x^9 + 33*x

^8 + 27*x^7 + 78*x^6 + 30*x^5 + 45*x^4 + 66*x^3 + 27*x^2 + 24*x + 63, 4]

gp > Iwapoly(3,26113301,6,1)

time = 14h, 14min, 19,172 ms.

[x^15 + 39*x^14 + 24*x^13 + 39*x^12 + 57*x^11 + 12*x^10 + 36*x^9 + 6*x

^8 + 72*x^7 + 18*x^6 + 36*x^5 + 57*x^4 + 9*x^3 + 72*x^2 + 60*x, 4]

gp > Iwapoly(3,26761961,6,1)

time = 14h, 37min, 16,062 ms.

[x^16 + 15*x^15 + 27*x^14 + 27*x^13 + 9*x^12 + 3*x^11 + 72*x^10 + 15*x

^9 + 30*x^8 + 57*x^7 + 36*x^6 + 57*x^5 + 63*x^4 + 18*x^3 + 6*x^2 + 51*

x, 4]

gp > Iwapoly(3,29856379,6,1)

time = 5h, 9min, 18,265 ms.

[x^15 + 54*x^14 + 45*x^13 + 60*x^12 + 51*x^11 + 18*x^10 + 42*x^9 + 18*

x^8 + 42*x^7 + 3*x^6 + 66*x^5 + 36*x^4 + 66*x^3 + 12*x^2 + 60*x + 12,

4]



gp > Iwapoly(3,35695991,6,1)

time = 6h, 15min, 5,970 ms.

[x^15 + 18*x^14 + 75*x^13 + 51*x^12 + 18*x^11 + 12*x^10 + 42*x^9 + 57*

x^8 + 66*x^7 + 69*x^6 + 12*x^5 + 72*x^4 + 42*x^3 + 18*x^2 + 39*x, 4]

5章と同じように，この計算からわかることを例としてまとめておく．

例A.1.

(1) k = Q(
√
−20526146)の円分 Z3 拡大に対して λ = λ3(k) = 15であり，岩澤多項

式 P (x)について

P (x) ≡ x15 + 51x14 + 15x13 + 48x11 + 21x10 + 54x9 + 9x8 + 27x7

+ 18x6 + 78x5 + 12x4 + 48x3 + 54x2 + 36x (mod 34).

(2) k = Q(
√
−22485319)の円分 Z3 拡大に対して λ = λ3(k) = 15であり，岩澤多項

式 P (x)について

P (x) ≡ x15 + 6x14 + 60x13 + 75x12 + 60x11 + 12x10 + 21x9 + 33x8 + 27x7

+ 78x6 + 30x5 + 45x4 + 66x3 + 27x2 + 24x+ 63 (mod 34).

(3) k = Q(
√
−26113301)の円分 Z3 拡大に対して λ = λ3(k) = 15であり，岩澤多項

式 P (x)について

P (x) ≡ x15 + 39x14 + 24x13 + 39x12 + 57x11 + 12x10 + 36x9 + 6x8 + 72x7

+ 18x6 + 36x5 + 57x4 + 9x3 + 72x2 + 60x (mod 34).

(4) k = Q(
√
−26761961)の円分 Z3 拡大に対して λ = λ3(k) = 16であり，岩澤多項

式 P (x)について

P (x) ≡ x16 + 15x15 + 27x14 + 27x13 + 9x12 + 3x11 + 72x10 + 15x9 + 30x8

+ 57x7 + 36x6 + 57x5 + 63x4 + 18x3 + 6x2 + 51x (mod 34).

(5) k = Q(
√
−29856379)の円分 Z3 拡大に対して λ = λ3(k) = 15であり，岩澤多項

式 P (x)について

P (x) ≡ x15 + 54x14 + 45x13 + 60x12 + 51x11 + 18x10 + 42x9 + 18x8 + 42x7

+ 3x6 + 66x5 + 36x4 + 66x3 + 12x2 + 60x+ 12 (mod 34).



(6) k = Q(
√
−35695991)の円分 Z3 拡大に対して λ = λ3(k) = 15であり，岩澤多項

式 P (x)について

P (x) ≡ x15 + 18x14 + 75x13 + 51x12 + 18x11 + 12x10 + 42x9 + 57x8 + 66x7

+ 69x6 + 12x5 + 72x4 + 42x3 + 18x2 + 39x (mod 34).

追記（2024年 3月 25日）

その後，さらに subcycloiwasawaによる計算を続けていくことで，次の表 7を得るこ

とができた．もし今後の研究の役に立つようであれば，大変嬉しく思います．

表 7 λ3(k) ≥ 8となる k = Q(
√
−m)の個数 (4 · 107 ≤ m ≤ 5 · 107：6079291個中)

λ = λ3(k) 8 9 10 11 12 13 14 計

# 1623 489 180 48 15 8 2 2365
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