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修士論文の内容

修士論文の内容
第 1章：p進整数

（p進整数）

第 2章：Zp拡大

（円分 Zp拡大）

第 3章：岩澤代数

（有限生成 Λ加群の構造定理，岩澤代数）

第 4章：岩澤類数公式

（岩澤加群，岩澤類数公式，PARI/GPによる計算例）

第 5章：非アーベル岩澤理論

（非アーベル岩澤公式）
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発表の流れ

1 イントロダクション
p進整数
Zp 拡大
類数

2 岩澤類数公式
岩澤代数
有限生成 Λ加群の構造定理
岩澤加群
岩澤類数公式
岩澤多項式

3 PARI/GPを用いた計算例
水澤靖氏による Iwapoly.gp
計算例 1
計算例 2
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p進整数

pを素数とする．

0 ≤ n ≤ mに対し，自然な準同型

φn,m : Z/pmZ −→ Z/pnZ

が定まり，(Z/pnZ, φn,m)は逆系をなす．

逆極限 Zp = lim←−Z/pnZを p進整数環という．
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p進整数

(ak)k≥0を整数の列とする．

各 n ≥ 0に対し，

xn =
n∑

k=0

akp
k mod pn+1

とすれば x = (xn)n≥0 ∈ Zpとなる．このとき

x =
∞∑
k=0

akp
k

とかくことにする．
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p進整数

定義
p進整数 x ∈ Zpに対し，整数の列 (ak)k≥0 (0 ≤ ak ≤ p − 1)が一意
的に存在し

x =
∞∑
k=0

akp
k

とかける．

これを x の p進展開という．

p進整数は形式的な冪級数とみなせる．
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Zp拡大

Gal(K/k) ≃ Zpであるとき，K/kを Zp拡大という．

基本的な Zp拡大として，円分 Zp拡大がある．

Zp拡大K/kに対して，中間体は

k = k0 ⊂ k1 ⊂ k2 ⊂ · · · ⊂ kn ⊂ · · · ⊂ K

となる（knは k上 pn次の中間体）．
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類数

kを有限次代数体，Ok = k ∩ Zを kの整数環とする．

Ik：Ok の分数イデアル全体のなすアーベル群
Pk：Ok の単項分数イデアル全体のなす Ik の部分群

Hk = Ik/Pk を kのイデアル類群といい，
hk = #Hk を kの類数という．
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類数

完全系列
1 −→ O×

k −→ k× −→ Ik −→ Hk −→ 1

から，単数群O×
k とイデアル類群Hk は数とイデアルのずれを表し

ており，数論における重要な対象となっている．

岩澤類数公式は，Zp拡大の中間体の類数の挙動を記述している．
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岩澤代数

以下では主に [伊藤]，[藤井]，[福田 1]を参考にしている．

定義
Γ を Zpと位相同型な乗法群，Γn = Γ/Γ pn とおく．このとき，

Zp[[Γ ]] = lim←−Zp[Γn]

を岩澤代数という．
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岩澤代数

γを Γ の位相的生成元，すなわち ⟨γ⟩ ⊂ Γ が稠密となる元とする．

定理 (Serre [Ser] 1995)

対応 γ ↔ 1 + T によって

Zp[[Γ ]] ≃ Zp[[T ]]

である．
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有限生成Λ加群の構造定理

Λ = Zp[[T ]]とおく．

定義 (擬同型)

M , M ′を有限生成Λ加群とする．このときΛ準同型 φ : M → M ′

が擬同型であるとは，Ker φとCoker φが有限であるときをいう．

定義 (distinguished多項式)

P(T ) = T n + an−1T
n−1 + · · ·+ a0 ∈ Zp[T ]とする．p | ai

(0 ≤ i ≤ n − 1)が成り立つとき，P(T )を distinguished多項式と
いう．
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有限生成Λ加群の構造定理

定理 (有限生成Λ加群の構造定理)

Mを有限生成Λ加群とする．このとき擬同型

M −→ Λ⊕r ⊕
( s⊕
i=1

Λ/(pni )
)
⊕

( t⊕
j=1

Λ/(fj(T )mj )
)

が存在する．ただし r , s, t, ni ,mj は非負整数，fj(T )は既約かつ
distinguishedな多項式である．また，右辺は順序を除いて一意的に
定まる．
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岩澤加群

kを有限次代数体，k∞/kを Zp拡大とする．knを k上 pn次の中間
体とし，Anを knのイデアル類群の p部分とする．

命題
k∞/kで分岐する素点が存在する．さらに非負整数 eが存在し，
k∞/keで分岐する任意の素点は完全分岐する．

仮定
k∞/kで分岐する任意の素点は完全分岐する．
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岩澤加群

定義
逆系 (An,Nm,n)の逆極限

Xk∞ = lim←−An

を k∞/kの岩澤加群という．

X を k∞の最大不分岐アーベル p拡大のガロア群とする．このと
き，Zp[[Γ ]]加群として

Xk∞ ≃ X

である．
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岩澤類数公式

岩澤加群 Xk∞へは岩澤代数 Zp[[Γ ]]が自然に作用している．

これを，X へのΛの作用としてとらえて，その様子を調べること
で次の定理が得られる．
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岩澤類数公式

定理 (岩澤類数公式，岩澤 [Iwa1] 1959)

Anを knのイデアル類群の Sylow p部分群とする．このとき k∞/k
のみに依存する非負整数 λ = λ(k∞/k), µ = µ(k∞/k), n0と整数
ν = ν(k∞/k)が存在し， n ≥ n0に対して

#An = pλn+µpn+ν

が成り立つ．

定理の λ(k∞/k), µ(k∞/k), ν(k∞/k)を岩澤不変量といい，特に
k∞/kが円分 Zp拡大のとき λp(k), µp(k), νp(k)とかく．
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Anを knのイデアル類群の Sylow p部分群とする．このとき k∞/k
のみに依存する非負整数 λ = λ(k∞/k), µ = µ(k∞/k), n0と整数
ν = ν(k∞/k)が存在し， n ≥ n0に対して

#An = pλn+µpn+ν

が成り立つ．

定理の λ(k∞/k), µ(k∞/k), ν(k∞/k)を岩澤不変量といい，特に
k∞/kが円分 Zp拡大のとき λp(k), µp(k), νp(k)とかく．
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岩澤多項式

定義
X は有限生成ねじれΛ加群であり，擬同型

X −→
( s⊕
i=1

Λ/(pni )
)
⊕

( t⊕
j=1

Λ/(fj(T )mj )
)

が存在する．

P(T ) =
s∏

i=1

pni
t∏

j=1

fj(T )mj を

k∞/kの岩澤多項式という．

実は λ =
t∑

j=1

mj deg fj(T ) = degP(T ), µ =
s∑

i=1

ni となっている．
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水澤靖氏による Iwapoly.gp

水澤靖氏（立教大学）によって作成された，PARI/GP [PARI1]の
プログラムである Iwapoly.gp [水澤]を用いた計算例を紹介する．

Iwapoly.gpは水澤靖氏の researchmapにおける資料公開
https://researchmap.jp/read0206718/published_works上に
公開されている．
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水澤靖氏による Iwapoly.gp

Iwapoly.gpの使い方

Iwapoly(p,m,n,2)は λ < pnとなる nに対して，
k = Q(

√
−m)の円分 Zp拡大 k∞/kの λ不変量 λ = λp(k)を

返す．

Iwapoly(p,m,n,1)は λ < pnとなる nに対して，
k∞/kの岩澤多項式 P(x)の近似を返す．

より詳しいことはMizusawa [Miz1]を見てほしい．
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水澤靖氏による Iwapoly.gp

gp > Iwapoly(3,23834,3,2)

10

・・・ λ3(Q(
√
−23834)) = 10であることがわかる．

gp > Iwapoly(3,23834,3,1)

[x^10, 1]

・・・ P(x) ≡ x10 (mod 31)であることがわかる．
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計算例1

水澤靖氏が作成した Iwapoly.gpを用いて，1 ≤ m ≤ 106の範囲で
k = Q(

√
−m)の円分 Z3拡大の λ不変量 λ = λ3(k)が 10以上とな

るmをまとめたものが次の表である．
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計算例1

Table: λ3(k) ≥ 10となる k = Q(
√
−m) (1 ≤ m ≤ 106)

λ3(k) m : k = Q(
√
−m)

10 23834 = 2 · 17 · 701, 155677 = 41 · 3797,
192257 = 13 · 23 · 643, 200651 = 11 · 17 · 29 · 37,
315503 = 17 · 67 · 277, 346847 = 151 · 2297,
352718 = 2 · 31 · 5689, 373990 = 2 · 5 · 149 · 251,
431803 = 431803, 441299 = 37 · 11927,
484397 = 484397, 614217 = 3 · 53 · 3863,
629105 = 5 · 125821, 646546 = 2 · 323273,
667001 = 73 · 9137, 704474 = 2 · 352237,
835310 = 2 · 5 · 7 · 11933, 839737 = 617 · 1361,
892631 = 709 · 1259
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計算例1

Table: λ3(k) ≥ 10となる k = Q(
√
−m) (1 ≤ m ≤ 106)

λ3(k) m : k = Q(
√
−m)

11 53301 = 3 · 109 · 163, 287423 = 197 · 1459,
550538 = 2 · 275269, 580037 = 23 · 25219,
818615 = 5 · 7 · 19 · 1231, 896771 = 896771

12 721981 = 13 · 19 · 37 · 79
13
14 956238 = 2 · 3 · 197 · 809

λ = 8となるmは 142個，λ = 9となるmは 45個，λ = 10となる
mは 19個，λ = 11となるmは 6個，λ = 12となるmは 1個，
λ = 13となるmは 0個，λ = 14となるmは 1個であった．
表の中で λ = λ3(k)の値が 12と 14のmに対し，岩澤多項式 P(x)
の近似を与える．
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計算例2

k = Q(
√
−721981)の円分 Z3拡大に対して λ = λ3(k) = 12で

あり，岩澤多項式 P(x)について

P(x) ≡ x12 + 27x11 + 75x10 + 30x9 + 51x8 + 3x7

+ 3x6 + 54x5 + 75x4 + 57x3 + 60x2

+ 3x + 57 (mod 34).

k = Q(
√
−956238)の円分 Z3拡大に対して λ = λ3(k) = 14で

あり，岩澤多項式 P(x)について

P(x) ≡ x14 + 63x13 + 51x12 + 72x11 + 24x10 + 39x9

+ 69x8 + 75x7 + 75x6 + 39x5 + 30x4

+ 30x3 + 69x2 + 24x + 75 (mod 34).
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今後について

今回の計算では叶わなかったが，λ3(k) ≥ 15となる λ不変量を見
つけ出し，また，どのような条件で λ不変量が大きくなるのかな
どについて考察したい．

さらに，水澤靖氏が作成した Iwapoly.gpでは 3以外の素数 pに対し
ても計算ができるので，より広範囲な計算を試してみたい．
また，5章では尾崎学氏による非アーベル岩澤公式などを紹介して
いるが，深くまで立ち入れてはいない．興味を持ったMizausawa
[Miz4]を読み進めるなどしてより深く理解するとともに，自分な
りに考察し具体例をつくったりしていきたい．
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今後について

今回の計算では叶わなかったが，λ3(k) ≥ 15となる λ不変量を見
つけ出し，また，どのような条件で λ不変量が大きくなるのかな
どについて考察したい．
さらに，水澤靖氏が作成した Iwapoly.gpでは 3以外の素数 pに対し
ても計算ができるので，より広範囲な計算を試してみたい．
また，5章では尾崎学氏による非アーベル岩澤公式などを紹介して
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