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修士論文について

修士論文の内容
▶ 第 1章：第 2章以降の準備

(代数多様体，代数曲線，因子)

▶ 第 2章：楕円曲線
(群法則，整数点に関する計算例)

▶ 第 3章：有限体上の楕円曲線
(Hasseの定理，E(Fp)の計算例)

▶ 第 4章：楕円曲線の暗号への応用
(楕円曲線暗号，DLPを解くアルゴリズムの概要，
特別な ECDLPに関する計算例)
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発表の流れ

§1 楕円曲線

§2 有限体上の楕円曲線
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楕円曲線の定義

定義 (完全体K上の楕円曲線 [Sil, III.1])

ワイエルシュトラス形式

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

(a1, a2, a3, a4, a6 ∈ K)

により定義された滑らかな曲線 (∆E ̸= 0)をK 上の楕円曲
線Eという．

Q上の楕円曲線の例 [Sil, III.2, Example 2.4]

E : y2 = x3 + 17
E : y2 = x3 + 5x+ 11
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楕円曲線の群法則
定義 (楕円曲線Eの群法則 [Sil, III.2, Group Law
Algorithm 2.3])

楕円曲線E，E上の点 P = (x1, y1),Q = (x2, y2)に対して，
次のように演算⊕と⊖を定める：
• ⊖ P = (x1,−y1 − a1x1 − a3).
•P ⊕Q = (λ2 + a1λ− a2 − x1 − x2,−λx3 − a1x3 − ν − a3).
λと νは次のように定める：
x1 ̸= x2のとき
λ =

y2 − y1
x2 − x1

, ν =
y1x2 − y2x1
x2 − x1

x1 = x2のとき
λ =

3x21 + 2a2x1 + a4 − a1y1
2y1 + a1x1 + a3

,

ν =
−x31 + a4x1 + 2a6 − a3y1

2y1 + a1x1 + a3
.

▶ 楕円曲線上の演算は明確だが複雑である．

5 / 35



楕円曲線暗号とその
計算機 (PARI/GP)
での計算例について

渡邊崇弘

§1 楕円曲線
楕円曲線の定義
楕円曲線の群法則
計算機 (PARI/GP) による
E(Q) に関する計算例

§2 有限体上の楕円
曲線
Hasse の定理
計算機 (PARI/GP) による
E(Fp) に関する計算例

§3 楕円曲線の暗号
への応用
楕円曲線暗号
特別な ECDLP に関する計
算例

楕円曲線の群法則
定義 (楕円曲線Eの群法則 [Sil, III.2, Group Law
Algorithm 2.3])

楕円曲線E，E上の点 P = (x1, y1),Q = (x2, y2)に対して，
次のように演算⊕と⊖を定める：
• ⊖ P = (x1,−y1 − a1x1 − a3).
•P ⊕Q = (λ2 + a1λ− a2 − x1 − x2,−λx3 − a1x3 − ν − a3).
λと νは次のように定める：
x1 ̸= x2のとき
λ =

y2 − y1
x2 − x1

, ν =
y1x2 − y2x1
x2 − x1

x1 = x2のとき
λ =

3x21 + 2a2x1 + a4 − a1y1
2y1 + a1x1 + a3

,

ν =
−x31 + a4x1 + 2a6 − a3y1

2y1 + a1x1 + a3
.

▶ 楕円曲線上の演算は明確だが複雑である．
5 / 35



楕円曲線暗号とその
計算機 (PARI/GP)
での計算例について

渡邊崇弘

§1 楕円曲線
楕円曲線の定義
楕円曲線の群法則
計算機 (PARI/GP) による
E(Q) に関する計算例

§2 有限体上の楕円
曲線
Hasse の定理
計算機 (PARI/GP) による
E(Fp) に関する計算例

§3 楕円曲線の暗号
への応用
楕円曲線暗号
特別な ECDLP に関する計
算例

楕円曲線の群法則
定義 (⊕を用いた表記法 [Sil, III.2])

m ∈ Z,P ∈ Eに対して
• [m]P := P ⊕ · · · ⊕ P︸ ︷︷ ︸

m 個
(m > 0).

• [m]P := ⊖P ⊖ · · · ⊖ P︸ ︷︷ ︸
|m| 個

(m < 0).

• [m]P := O (m = 0).

▶ 楕円曲線離散対数問題に関係がある．

定義 (モーデル・ヴェイユ群 [Sil, VIII, page 207])

K 上の楕円曲線EのK 有理点全体と無限遠点Oからなる
集合

E(K) := {(x, y) ∈ E | x, y ∈ K} ∪ {O}

をモーデル・ヴェイユ群という．
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楕円曲線の群法則
定理 (楕円曲線E,モーデル・ヴェイユ群E(K)の群構
造 [Sil, III.2, Proposition 2.2])

(1) Eは加法⊕により，単位元を無限遠点O，P の逆元を
⊖P とするアーベル群である．

(2) E(K)は Eの部分群である．

E(Q)の例 [Sil, III.2, Example 2.4]

(1) Q上の楕円曲線E : y2 = x3 + 17において
⟨(−2, 3), (2, 5)⟩ = E(Q) = ⟨(−2, 3), (−1, 4)⟩

(2) Q上の楕円曲線E : y2 = x3 + 5x+ 11において
E(Q) = {O}

▶ これらは計算機 (PARI/GP)にて確認できる．
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計算機 (PARI/GP)によるE(Q)に関する計算例

Q上の楕円曲線E : y2 = x3 + 17に関する計算例 [Sil, II
I.2, Example 2.4]

E(Q)に含まれる整数点は，
(−2,±3), (−1,±4), (2,±5), (4,±9), (8,±23), (43,±282),
(52,±375), (5234,±378661)の 16個のみであり，
⟨(−2, 3), (2, 5)⟩ = E(Q) = ⟨(−2, 3), (−1, 4)⟩である．

▶ 整数点が上記の 16個であることは Nagellが証明．
▶ 16個の整数点は PARI/GPにより得ることもできる．

gp > E=ellinit([0,17]); \\ Eを定義
gp > for(a=-100000000,100000000,\

b=ellordinate(E,a);if(b,c=[a,b[1]];print(c)))

出力は [-2, 3], [-1, 4], [2, 5], [4, 9], [8, 23],
[43, 282], [52, 375], [5234, 378661].
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楕円曲線暗号
特別な ECDLP に関する計
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計算機 (PARI/GP)によるE(Q)に関する計算例
▶ [Sil, III.2, Example 2.4]にて

E(Q) = ⟨(−2, 3), (2, 5)⟩ ≃ Z2が紹介されている．
▶ PARI/GPによりE(Q) = ⟨(−2, 3), (−1, 4)⟩ ≃ Z2が分
かる．

gp > ellgenerators(E) \\ E(Q)の生成元を計算
[[-2, 3], [-1, 4]]

▶ P1 = (−2, 3),P2 = (−1.4),P3 = (2, 5),P6 = (43, 282),
P8 = (5234, 378661)と定義すると
PARI/GPでの計算により，
[−2]P1 ⊕ P3 = P2,

[−1]P1 ⊕ [2]P3 = P6 = [3]P1 ⊕ [2]P2,

[−4]P1 ⊕ [3]P3 = P8 = [2]P1 ⊕ [3]P2.

▶ [Sil]に紹介の無かった点 P2,P6,P8の表し方についても
上のように確認できた．
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計算機 (PARI/GP)によるE(Q)に関する計算例
Q上の楕円曲線E : y2 = x3 + 5x+ 11に関する計算例
E(Q) = {O}である．
gp > E=ellinit([5,11]); \\ Eを定義
gp > for(a=-100000000,100000000,\

b=ellordinate(E,a);if(b,c=[a,b[1]];print(c)))

gp >

▶ 上記の入力から−100000000 ≤ x ≤ 100000000におい
て (x, y) ∈ Eとなる整数点が存在しないと分かる．
E(Q)の生成元を計算してみる．

gp > E=ellinit([5,11]); \\ Eを定義
gp > ellgenerators(E) \\ E(Q)の生成元を計算
[]

▶ ここからE(Q) = {O}であるので，整数点どころか
有理点すら 1つも存在しないと分かる．
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§3 楕円曲線の暗号
への応用
楕円曲線暗号
特別な ECDLP に関する計
算例

Hasseの定理
▶ 楕円曲線暗号を作成する際は，有限体上の楕円曲線を
用いる．

▶ 有限体上の楕円曲線に対する重要な定理として，次の
定理がある．

定理 (Hasseの定理 [Sil, V.1, Theorem 1.1])

Fq 上の楕円曲線E，char(Fq) = pに対して∣∣|E(Fq)| − q − 1
∣∣ ≤ 2

√
q

が成り立つ．

▶ Hasseの定理から分かる重要な内容は，E(Fq)に含ま
れる点がほとんど q + 1個であり, 誤差の範囲は±2

√
q

個であるということ．
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れる点がほとんど q + 1個であり, 誤差の範囲は±2

√
q

個であるということ．
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▶ PARI/GPを用いることで，E(Fq)の位数，構造，生成
元について計算することができる．

F17上の楕円曲線E : y2 = x3 + 8に関する計算例
|E(F17)| = 18，E(F17) ≃ Z/18Z，E(F17) = ⟨(1, 3)⟩
である．
gp > E=ellinit([0,8],D=17); \\ Eを定義
gp > E.no \\ E(F17)の位数を計算
18

gp > E.cyc \\ E(F17)の構造を計算
[18]

gp > E.gen \\ E(F17)の生成元を計算
[[Mod(1, 17), Mod(3, 17)]]
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実際に，PARI/GPにて計算をすると
[1](1, 3) = (1, 3), [2](1, 3) = (11, 9),

[3](1, 3) = (4, 2), [4](1, 3) = (14, 7),

[5](1, 3) = (3, 16), [6](1, 3) = (0, 12),

[7](1, 3) = (12, 11), [8](1, 3) = (2, 4),

[9](1, 3) = (15, 0), [10](1, 3) = (2, 13),

[11](1, 3) = (12, 6), [12](1, 3) = (0, 5),

[13](1, 3) = (3, 1), [14](1, 3) = (14, 10),

[15](1, 3) = (4, 15), [16](1, 3) = (11, 8),

[17](1, 3) = (1, 14), [18](1, 3) = O,
となり，[1](1, 3), . . . , [18](1, 3)がE(F17)に含まれる 18個
の点である．
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F31上の楕円曲線E : y2 = x3+5x+11に関する計算例
|E(F31)| = 36，E(F31) ≃ Z/12Z⊕ Z/3Z，
E(F31) = ⟨(8, 25), (20, 19)⟩である．
gp > E=ellinit([5,11],D=31); \\ Eを定義
gp > E.no \\ E(F31)の位数を計算
36

gp > E.cyc \\ E(F31)の構造を計算
[12, 3]

gp > E.gen \\ E(F31)の生成元を計算
[[Mod(8, 31), Mod(25, 31)],

[Mod(20, 31), Mod(19, 31)]]
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楕円曲線暗号

▶ 元々，Diffie-Hellman鍵交換や ELGamal公開鍵暗号な
どは次の離散対数問題を基にして作られた．

定義 (離散対数問題 (DLP) [Sil, XI.4, page 376])

Gを群，x, y ∈ G (y ∈ ⟨x⟩)とする．

xm = y

を満たすm ≥ 1を決定する問題を離散対数問題という．ま
た，DLPと表される．

DLPの例
G = F×

53
において 11m = 16を満たすm ≥ 1を求める．
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楕円曲線暗号
▶ より難しい暗号にするために，楕円曲線を用いて作ら
れた DLPが次の楕円曲線離散対数問題である．

定義 (楕円曲線離散対数問題 (ECDLP) [Sil, XI.4,
Example 4.1(c)])

Fq 上の楕円曲線E，P,Q ∈ E(Fq) (Q ∈ ⟨P ⟩)とする．

[m]P = Q

を満たすm ≥ 1を決定する問題を楕円曲線離散対数問題と
いう．また，ECDLPと表される．

ECDLPの例
F17上の楕円曲線E : y2 = x3 + 8，G = E(F17)において
[m](1, 3) = (3, 1)を満たすm ≥ 1を求める．

16 / 35



楕円曲線暗号とその
計算機 (PARI/GP)
での計算例について

渡邊崇弘

§1 楕円曲線
楕円曲線の定義
楕円曲線の群法則
計算機 (PARI/GP) による
E(Q) に関する計算例

§2 有限体上の楕円
曲線
Hasse の定理
計算機 (PARI/GP) による
E(Fp) に関する計算例

§3 楕円曲線の暗号
への応用
楕円曲線暗号
特別な ECDLP に関する計
算例

特別なECDLPに関する計算例

▶ 現在，任意の ECDLPを解くアルゴリズムとして有効
なものは Shanksの小ステップ-大ステップアルゴリズ
ム，Pollardの ρ法である．

▶ この 2つのアルゴリズムは任意の群Gに対する DLP
を解くアルゴリズムであり，任意の ECDLPに対して
有効なアルゴリズムは見つかっていない．

▶ しかし，特別な仮定を満たす ECDLPに対して有効な
アルゴリズムは次のように存在する．
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アルゴリズム (Semaev, Satoh, Araki, Smart [Sil, XI.6,
Proposition 6.5])

pを素数，p ≥ 3，Fp上の楕円曲線E，|E(Fp)| = pとする．
1. P,Q ∈ E(Fp)はQ = [m]P を満たすOでない点とす
る．ただし，m ∈ Zは未知とする．

2. Qp上の楕円曲線E′を，pを法とした還元が Fp上のE
となるように選ぶ．

3. ヘンゼルの補題を用いて点 P,Qを点 P ′, Q′ ∈ E′(Qp)
に持ち上げる．

4. 点 [p]P ′, [p]Q′は形式群E′
1(Qp)に属する．

logE : E′
1(Qp) −→ Ĝa(pZp) ≃ pZ+

p

を形式対数写像とし
pa = logE([p]P

′) ∈ pZp, pb = logE([p]Q
′) ∈ pZp

を計算する．
5. 4での a, bによりm ≡ a−1b (mod p) が成り立つ．
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▶ E(Fp)での点をE(Qp)の点に持ち上げているが，アル
ゴリズムの証明から p2を法とした点の持ち上げを行え
ばよいと分かる．

▶ p2を法とした点の持ち上げにおいて，体 Fp上の楕円
曲線の点を環 Z/p2Z上の楕円曲線の点に持ち上げるこ
とになる．環 Z/p2Z上の楕円曲線での計算は，Q上の
楕円曲線における⊕,⊖での計算を p2を法として行う
ものである．そのため，分母が非可逆元になる場合が
あり，それを避ける工夫が必要となる．
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特別なECDLPに関する計算例

▶ PARI/GPでは ′を定義に用いることができないので，
E′, P ′, Q′をE2, P2, Q2と表す．

特別な ECDLPに関する計算例 1 [Sil, XI.6, Example 6.7]

F127上の楕円曲線E : y2 = x3 + 19x+ 112，
点 P = (106, 72) ∈ E(F127), Q = (12, 121) ∈ E(F127)
において，Q = [m]P を満たすm ≥ 1を求める．
gp > E=ellinit([19,112],D=127); \\ Eを定義
gp > E2=ellinit([19,112]); \\ E2を定義
gp > P=[106,72]; \\ P を定義
gp > Q=[12,121]; \\ Qを定義
▶ PARI/GPでの計算のためにE2はQ上で定義する．
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特別なECDLPに関する計算例
▶ |E(F127)| = 127であることを確認する．

gp > E.no \\ |E(F127)|を計算
127

▶ ヘンゼルの補題を用いて点 P,Qを点
P2, Q2 ∈ E2(Z/1272Z)に持ち上げる．このとき P2は

y1 ≡ 72 (mod 127)

y21 − (1063 + 19 · 106 + 112) ≡ 0 (mod 1272)

を満たす y1により P2 = (106, y1)となり，Q2は

y2 ≡ 121 (mod 127)

y22 − (123 + 19 · 12 + 112) ≡ 0 (mod 1272)

を満たす y2によりQ2 = (12, y2)となる．PARI/GPを
次のように用いることで計算できる．
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特別なECDLPに関する計算例

gp > f(x,y)=y^2-x^3-19*x-112; \\ f(x,y)を定義
gp > for(a=1,100000000,\

b=[Mod(a,127),Mod(f(P[1],a),127^2)];\

if(b==[Mod(72,127),Mod(0,127^2)],print(a);break))

13026

gp > P2=[106,13026]; \\ P2を定義
▶ 上記では 1 ≤ a ≤ 100000000にて

a ≡ 72 (mod 127), f(P [1], a) ≡ 0 (mod 1272)

を満たす最小の aは 13026であることを示している．
ここから P2 = (106, 13026)と分かる．
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特別なECDLPに関する計算例

gp > for(a=1,100000000,\

b=[Mod(a,127),Mod(f(Q[1],a),127^2)];\

if(b==[Mod(121,127),Mod(0,127^2)],print(a);break))

5201

gp > Q2=[12,5201]; \\ Q2を定義
▶ 上記では 1 ≤ a ≤ 100000000にて

a ≡ 121 (mod 127), f(Q[1], a) ≡ 0 (mod 1272)

を満たす最小の aは 5201であることを示している．
ここからQ2 = (12, 5201)と分かる．
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特別なECDLPに関する計算例
▶ [127]P2, [127]Q2を計算する．準備として，

Q上の楕円曲線での [127]P2, [127]Q2をそれぞれ
M127P2,M127Q2と定義する．

gp > M127P2=ellmul(E2,P2,127); \\ M127P2を定義
gp > M127Q2=ellmul(E2,Q2,127); \\ M127Q2を定義
▶ M127P2,M127Q2を 1272を法として計算すると，
分母が非可逆元となることにより計算ができず，
次のようにエラーメッセージが表れる．

gp > Mod(M127P2,127^2)

*** at top-level: Mod(M127P2,127^2)

*** ^-----------------

*** Mod: impossible inverse in Fl_inv: Mod(0, 16129).

gp > Mod(M127Q2,127^2)

*** at top-level: Mod(M127Q2,127^2)

*** ^-----------------

*** Mod: impossible inverse in Fl_inv: Mod(0, 16129).
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特別なECDLPに関する計算例
▶ [127]P2, [127]Q2を計算する．準備として，

Q上の楕円曲線での [127]P2, [127]Q2をそれぞれ
M127P2,M127Q2と定義する．

gp > M127P2=ellmul(E2,P2,127); \\ M127P2を定義
gp > M127Q2=ellmul(E2,Q2,127); \\ M127Q2を定義
▶ M127P2,M127Q2を 1272を法として計算すると，
分母が非可逆元となることにより計算ができず，
次のようにエラーメッセージが表れる．

gp > Mod(M127P2,127^2)

*** at top-level: Mod(M127P2,127^2)

*** ^-----------------

*** Mod: impossible inverse in Fl_inv: Mod(0, 16129).

gp > Mod(M127Q2,127^2)

*** at top-level: Mod(M127Q2,127^2)

*** ^-----------------

*** Mod: impossible inverse in Fl_inv: Mod(0, 16129).
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特別なECDLPに関する計算例

▶ そのため，変数変換

z = −x

y
, w = −1

y

を行うことで，分母が非可逆元とならないように計算
する．この変数変換はE2の原点Oを (z, w) = (0, 0)
へ移す．

▶ M127P2,M127Q2を変数変換したものをそれぞれ
CM127P2, CM127Q2と定義する．

gp > CM127P2=[-M127P2[1]/M127P2[2],-1/M127P2[2]];

\\ CM127P2を定義
gp > CM127Q2=[-M127Q2[1]/M127Q2[2],-1/M127Q2[2]];

\\ CM127Q2を定義
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特別なECDLPに関する計算例

▶ CM127P2, CM127Q2を 1272を法として計算したも
のをM127P2E2,M127Q2E2と定義する．

gp > M127P2E2=Mod(CM127P2,127^2)

\\ M127P2E2 ≡ CM127P2 (mod 1272)
[Mod(12319, 16129), Mod(0, 16129)]

gp > M127Q2E2=Mod(CM127Q2,127^2)

\\ M127Q2E2 ≡ CM127Q2 (mod 1272)
[Mod(2159, 16129), Mod(0, 16129)]

▶ これらより，[127]P2 = (12319, 0), [127]Q2 = (2159, 0)
と分かる．
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特別なECDLPに関する計算例
▶ logE([127]P2), logE([127]Q2)を計算するにあたり，

y2 = x3 +Ax+Bに対する楕円対数は
logE(−x

y ) = −x
y + 2

5A(−x
y )

5 + · · · となり，1272を法
として計算するため，|E(F127)| = 127より
˜[127]P2 = [127]P = (0, 0), ˜[127]Q2 = [127]Q = (0, 0)
となるので

logE(z) = logE

(
−x

y

)
≈ −x

y
= z

を用いれば十分である．
▶ logE([127]P2) ≡ 12319 ≡ 127 · 97 (mod 1272)

logE([127]Q2) ≡ 2159 ≡ 127 · 17 (mod 1272)
となるため，a, bは

a = 97, b = 17

となる．
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特別なECDLPに関する計算例
▶ 求めるmは次のように計算される．

gp > a=97; \\ aを定義
gp > b=17; \\ bを定義
gp > m=Mod(a^-1*b,127) \\ m ≡ a−1b (mod 127)
Mod(46, 127)

▶ よって，m ≡ 97−1 · 17 ≡ 46 (mod 127)である．

▶ [46]P = Qであることを以下のように検算してみる．
また，ellmulを用いるためにmを Zの元として再定
義する．

gp > m=46; \\ mを再定義
gp > ellmul(E,P,m)==Q \\ [m]P とQが等しいか確認
1

▶ [46]P = Qが確かめられた．
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特別なECDLPに関する計算例
▶ 次の ECDLPにおいても，同様の手順によりmを求め
ることができる．

特別な ECDLPに関する計算例 2 [Sil, XI, Exercise 11.15]

F137上の楕円曲線E : y2 = x3 + 86x+ 98，
点 P = (56, 85) ∈ E(F137), Q = (54, 86) ∈ E(F137)
において，Q = [m]P を満たすm ≥ 1を求める．
gp > E=ellinit([86,98],D=137); \\ Eを定義
gp > E2=ellinit([86,98]); \\ E2を定義
gp > P=[56,85]; \\ P を定義
gp > Q=[54,86]; \\ Qを定義
gp > E.no \\ |E(F137)|を計算
137

▶ |E(F137)| = 137と分かる．
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特別なECDLPに関する計算例
▶ ヘンゼルの補題を用いて点 P,Qを点

P2, Q2 ∈ E2(Z/1372Z)に持ち上げる．
gp > f(x,y)=y^2-x^3-86*x-98; \\ f(x,y)を定義
gp > for(a=1,100000000,\

b=[Mod(a,137),Mod(f(P[1],a),137^2)];\

if(b==[Mod(85,137),Mod(0,137^2)],print(a);break))

11593

gp > P2=[56,11593]; \\ P2を定義
gp > for(a=1,100000000,\

b=[Mod(a,137),Mod(f(Q[1],a),137^2)];\

if(b==[Mod(86,137),Mod(0,137^2)],print(a);break))

12553

gp > Q2=[54,12553]; \\ Q2を定義
▶ P2 = (56, 11593),Q2 = (54, 12553)と分かったので，そ
れらを定義する．
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特別なECDLPに関する計算例
▶ Q上の楕円曲線での [137]P2, [137]Q2をそれぞれ

M137P2,M137Q2と定義する．
gp > M137P2=ellmul(E2,P2,137); \\ M137P2を定義
gp > M137Q2=ellmul(E2,Q2,137); \\ M137Q2を定義
▶ 変数変換

z = −x

y
, w = −1

y

をM137P2,M137Q2に行ったものをそれぞれ
CM137P2, CM137Q2と定義する．

gp >

CM137P2=[-M137P2[1]/M137P2[2],-1/M137P2[2]];

\\ CM137P2を定義
gp >

CM137Q2=[-M137Q2[1]/M137Q2[2],-1/M137Q2[2]];

\\ CM137Q2を定義
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特別なECDLPに関する計算例

▶ CM137P2, CM137Q2を 1372を法として計算したも
のをM137P2E2,M137Q2E2と定義する．

gp > M137P2E2=Mod(CM137P2,137^2)

\\ M137P2E2 ≡ CM137P2 (mod 1372)
[Mod(15207, 18769), Mod(0, 18769)]

gp > M137Q2E2=Mod(CM137Q2,137^2)

\\ M137Q2E2 ≡ CM137Q2 (mod 1372)
[Mod(8905, 18769), Mod(0, 18769)]

▶ これらより，[137]P2 = (15207, 0), [137]Q2 = (8905, 0)
と分かる．
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特別なECDLPに関する計算例
▶ logE([137]P2), logE([137]Q2)を計算するにあたり，

y2 = x3 +Ax+Bに対する楕円対数は
logE(−x

y ) = −x
y + 2

5A(−x
y )

5 + · · · となり，1372を法
として計算するため，|E(F137)| = 137より
˜[137]P2 = [137]P = (0, 0), ˜[137]Q2 = [137]Q = (0, 0)
となるので

logE(z) = logE

(
−x

y

)
≈ −x

y
= z

を用いれば十分である．
▶ logE([137]P2) ≡ 15207 ≡ 137 · 111 (mod 1372)

logE([137]Q2) ≡ 8905 ≡ 137 · 65 (mod 1372)
となるため，a, bは

a = 111, b = 65

となる．
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特別なECDLPに関する計算例
▶ 求めるmは次のように計算される．

gp > a=111; \\ aを定義
gp > b=65; \\ bを定義
gp > m=Mod(a^-1*b,137) \\ m ≡ a−1b (mod 137)
Mod(66, 137)

▶ よって，m ≡ 111−1 · 65 ≡ 66 (mod 137)である．

▶ [66]P = Qであることを以下のように検算してみる．
また，ellmulを用いるためにmを Zの元として再定
義する．

gp > m=66; \\ mを再定義
gp > ellmul(E,P,m)==Q \\ [m]P とQが等しいか確認
1

▶ [66]P = Qが確かめられた．
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特別なECDLPに関する計算例

今後の課題
▶ 計算機における様々なアルゴリズムの実行
▶ 既存のアルゴリズムへの工夫
▶ 耐量子暗号
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