
有理曲線配置からなるZariski k-plet と二面体被覆
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イントロダクション

C は平面代数曲線とする．C の補空間 P2 \ C 及び C の特異点の “タイプ”を固定し
たままのモデュライの研究は 1929年の Zariskiの論文「On the problem of existence of
algebraic functions of two variables possesing a given branch curve」以来，トポロジー
及び代数幾何学の研究対象として様々な数学者により，考察されてきた．就中，80年代
までは
「nodeしか持たない曲線の補空間の基本群は可換か？」（Zariski 予想），
「nodeしか持たない曲線のモデュライは既約か？」（Severi予想）

がその研究において大きな位置をしめていたようである．
90年代に入って Zariski pair等の「各既約成分の次数，特異点，各成分の交わり方等

の combinatoric data は等しいがそれらのデータを保ったまま連続的に変型することは
できない」と云った現象の研究が行われるようになってきた．本報告もこの流れにそっ
た研究成果に関するものである．本稿のテーマである Zariski k-pletの定義から与える．

定義 0.1. 被約な平面代数曲線のk-組 (C1, . . . , Ck)は以下の条件を満たすとき，Zariski
k-plet と呼ばれる：

(i) 各Ciに対し，Ti(Ci)と Tj(Cj)が同相になるような管状近傍 Ti(Ci)が存在する．

(ii) 任意の i, jに対し，P2から P2への同相写像 f : P2 → P2で f(Ci) = Cjを満たす
ものは存在しない．

注意 上記の定義のうち第一の条件は combnatoric data できまる．本稿で扱う例は各
Ciは既約な 2次曲線とそれに相異なるm個の点で接し，(m− 1)(m− 2)/2個の nodeを
もつ既約m次曲線である．

定義 0.2. 被約な平面代数曲線の k-組 (C1, . . . , Ck)は以下の条件を満たすとき，強
Zariski k-plet と呼ばれる：

(i) 各Ciに対し，Ti(Ci)と Tj(Cj)が同相になるような管状近傍 Ti(Ci)が存在する．

(ii) 任意の i, jに対し，P2 \ Ciと P2 \ Cjは同相でない．

定義から強 Zariski k-plet が Zariski k-plet になることは自明だが，この二つの概念
が本当に異なるものであるということを示す例に関しては筆者は知らない．今後の課題
の一つである．

1東京都立大学大学院理学研究科. 尚，本研究は E. Artal Bartolo（Universidad Zaragoza）との共同
研究である．
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本稿の主結果を述べる前にこれまでの Zariski k-plet 研究の経過を簡単に概観してお
こう．

k = 2のときは通常 Zariski pair と呼ばれている．その最初の例はその名にある様に
Zariski により与えられた以下の例である．

例 0.3. ([19], [20]) (C1, C2)は以下の条件を満たす 6次曲線のペアとする：

(i) Ciは共に既約な 6次曲線であり，その特異点は 6個の cuspからなる．

(ii) C1については 6個の cusp全てを通る 2次曲線が存在するが，C2についてはそ
のような 2次曲線は存在しない．

このとき，π1(P
2\C1) �∼= π1(P

2 \C2)である．特にペア (C1, C2)はZariski pairである．

Zariski の例に関しては 90年代以降更なる詳しい研究が岡 [10], 島田, Pho等により
なされている．

Zariski の例を除くと Zariski pair の例は 80年代まで知られていなかったようであ
る．90年代に入って多くの Zariski pair が発見された．これらに寄与した研究者は E.
Artal, J. Carmona, J. Cogolludo, Degtyarev, 岡, 島田, 難波, 土橋, 徳永等である．これ
らの結果については [1], [2], [3], [4], [5], [7], [9], [11], [12], [13], [15], [16]を参照されたい．
また，k ≥ 3の場合については k = 3のとき，岡が構成している．また，k = 5のとき，
Kulikov [8] が例を与えている．本稿では任意の kに関し，Zariski k-plet の例が見つかっ
たことを報告する．

定理 0.4. m は 4以上の整数とする．combinatoric data が以下で与えられるような
次数 m + 2の Zariski [m/2]-plet (C1, . . . , C[m/2]) が存在する．
任意の iに対し， Ciは以下の 2条件を満たす 2つの既約成分 C

(2)
i , C

(m)
i からなる．

(i) C
(2)
i は既約な 2次曲線， C

(m)
i は次数が m で (m− 1)(m− 2)/2個の nodeを持つ．

(ii) C
(m)
i は C

(2)
i に相異なる m 個の点で接する．

さらに，mが奇数のとき， (C1, . . . , C[m/2])は強 Zariski [m/2]-pletであり，mが 6以上
の偶数のときは (C1, . . . , C[m/2]−2, C[m/2])は強 Zariski ([m/2] − 1)-plet である．

上記の定理の証明にはD2n-被覆が重要な役割を果たす．以下 §1でD2n-被覆 をどの
ように用いるかを簡単に解説し，§2で定理の条件を満たす曲線をどのようにして構成す
るかということを解説する．D2n-被覆の存在性に関する結果と曲線の構成法が分れば定
理 0.4はほぼ自明である．これは §3で解説する．

§1 D2n-被覆

D2n-被覆に関して詳しいことは [14], [17]を参照されたい．
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Y は非特異射影多様体，Xは正規射影多様体とし，π : X → Y はこれらの間の有限
全射とする．また，∆π，∆(X/Y )で πの分岐因子をあらわす．Y が非特異なので，∆π

は余次元 1の代数的部分集合になることが知られている ([21]).

定義 1.1. 有限全射 π : X → Y が以下の 2条件を満たすとき，D2n-被覆という．
(i) πから定まる代数拡大C(X)/C(Y )はGalois，
(ii) Gal(C(X)/C(Y ))は位数 2nの二面体群D2n = 〈σ, τ | σ2 = τn = (στ)2 = 1〉に同

型である．

注意 π : X → Y が D2n-被覆であるとき，D2nはXに作用し，Y = X/D2nとなる．

π : X → Y はD2n-被覆とする．C(X)の τ による不変体 C(X)τ は C(Y )の 2次拡
大となる．Y の C(X)τ -正規化をD(X/Y )と表せばこれは Y の 2次被覆となる．また，
X は D(X/Y )の n次巡回被覆となる．これらの被覆の被覆写像をそれぞれ，β1(π) :
D(X/Y ) → Y , β2(π) : X → D(X/Y )と表す．π = β1(π)◦β2(π) となることに注意する．

P1 × P1から P2への写像 f を

f : (x, y) �→ (u, v) = (x + y, xy),

（ただし (x, y), (u, v)はそれぞれの非同次座標とする）とおくと，これはアフィン部分が
u2 − 4v = 0で与えられる 2次曲線Coの沿って分岐する 2次被覆である．
定理 0.4 の証明の key step として P

2のD2n-被覆 π : S → P
2で，∆π = Co + D，

D(S/P2) = P1 ×P1，β1(π) = f，Dは (m− 1)(m− 2)/2個の nodeをもつm次の既約曲
線となるものがいつ存在するかという問題を考えたい．

DはCoの接しているので f ∗DはD+, D−の二つの既約成分に分かれる．f に関する
被覆変換を σf，Pic(P1 × P1) ∼= Z ⊕ Zの元を (a, b)であらわすと，σ∗

f (a, b) = (b, a)であ
る．従って，D+ ∼ (a, b) ならばD− ∼ (b, a)である．
以上のセッティングのもと，定理 0.４の証明の keyとなる命題は以下の通りである．

命題 1.2. P2のD2n-被覆で，3条件 (i) D(S/P2) = P1 × P1, (ii) β1(π) = f , (iii)
∆π = Co ∪ Dであり，C0の沿っての分岐指数は 2，Dに沿っての分岐指数は nである，
を満たすものが存在する必要十分条件は a − bが nで割り切れることである．

この命題の証明は [6]を参照されたい．さらに，他の分岐の可能性を許したD2n-被覆
を考察することにより，つぎの命題を得る．

命題 2.2. (i) nが奇数のとき，P
2のD2n-被覆 π : S → P

2で∆πを満たすものが存在
すれば πは命題 1.1の (i), (ii)及び (iii)の分岐指数に関する条件を満たす．

(ii) nが偶数のとき，P2のD2n-被覆 (n �= 4) π : S → P2で∆πを満たすものが存在
すれば πは命題 1.1の (i), (ii)及び (iii)の分岐指数に関する条件を満たす．
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(i)は β1(π)の分岐因子の次数が偶数であるという点と P1 × P1が単連結であるとい
う事実にD2n-被覆の一般論をあわせて証明できる．(ii)は∆1(π) = Co + Dとなるのが
n = 4の場合に限るという事実から従う．詳しくはは [18]参照．

§2. 曲線の構成

定理 0.3 にある有理曲線C
(m)
i の構成法に関し説明する．

ga(t), hb(t)をそれぞれ次数が a, bの有理函数とする．P1からP1 ×P1への写像φa,bを

φa,b : t �→ (ga(t), hb(t)),

で定義する．tはP1の非同次座標とする．このとき，次の補題が成立することが簡単に
分かる．

補題 2.1. (i)Da,b := φa,b(P
1)とおくと，Da,bは Pic(P1 × P1)で (a, b)に線形同値で

ある．
(ii) ga, hbを一般にとれば，f(Da,b)は nodeを (m − 1)(m − 2)/2個もった，次数が

a + bの有理曲線である．さらに, f(Da,b)はCoに相異なる a + b個の点で接する．

§3 定理 0.4の証明

mは4以上の整数とする．すると，[m/2]の整数の組 (m−1, 1), . . . , (m−[m/2], [m/2])
を得る．各組 (a, b)に対し，補題 2.1にあるような有理曲線を考え，それらに命題 1.2,
1.3を適用すれば定理 0.3 を得る．
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