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1. Introduction

基礎体kを特に断らない限り標数ゼロの代数閉体とします. V ⊂ P
n+1

を既約な超曲面とし, その次数を d = deg V とします. 点 P ∈ P
n+1 か

らの射影 πP : V · · · → P
n を考えます. multP V �= d のときにこの射影

πP は支配的な写像となり, 体の拡大K(V )/K(Pn)を得ます. この体の
拡大は点P の取り方に依存しますので, K = K(V ), KP = K(Pn)と書
くことにします.

Definition 1 (吉原). 拡大 K/KP がガロア拡大のときに, 点 P を
Galois point for V と呼ぶ. さらに, P ∈ V のときに inner Galois
point と呼び, P �∈ V ときに outer Galois point と呼ぶ.

§1.1. 動機

Galois pointの研究はまず非特異 4次曲線に対して行われました. 研
究動機は, 超越拡大K/kの構造について調べたいというところにあっ
たようです. tr.degk K = 1のときには, Lüroth の定理があります.

Theorem 1 (Lüroth の定理). kを無限体とし, M は k上の純超越拡
大体とする. このときMの部分体NがM ⊃ N ⊃ k, tr.degk N = 1 な
らば, Nも k上の純超越拡大体である.

また, 平面曲線については次の定理があります.

Theorem 2 (難波 [8], p.372). C ⊂ P
2(k) を非特異平面曲線で d =

deg C ≥ 2 とする. このとき, C は (d− 1)-gonal で, gonality を与える
射は点射影 πP : C → P

1, P ∈ C である.

この二つの定理から, K = K(C), C ⊂ P
2(k) は非特異平面曲線のと

き, 超越拡大K/kに対しての考察の手段として, Galois pointを考える
ことには意味があるといえます.

§1.2. 自然な問題

Galois pointが定義されますと, 自然に次のような問題が考えられま
す. (吉原)
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(1) Galois point を持つ超曲面 V はどのようなものか? また Galois
pointとは幾何的にどのような点か?

(2) V 上には Galois pointは最大で何個存在するのか?
(3) 拡大K/KP のガロア閉包を LP とするとき, LP の幾何モデルはど
のようなものか?

(4) LP/KP のガロア群は何か?
(5) LP/KP の中間体はどのようなものがあるのか?
(6) 拡大K/KP は点 P を動かしたときにどのようにかわるのか?

このような問題に対して, 吉原, 三浦, 高橋らによって研究が進めら
れてきました. 詳しくは Referencesにある論文をご覧ください. 本公
演では特に『Galois point を持つ V はどのようなものか? また Galois
pointとは幾何的にどのような点か?』と『V 上には inner Galois point
は最大で何個存在するのか? 』について述べたいと思います.

§1.3. 非特異超曲面の場合

V が非特異超曲面の場合は次の補題が成り立ちますので, 点 P が
Galois pointになるかどうか判定することが容易です.

Lemma 1 (吉原 [14]). V ⊂ P
n+1を非特異 d次超曲面 (d ≥ 4)とす

る. このとき, P ∈ V が Galois pointであることと, 射影変換によって
P = (1 : 0 : · · · : 0), V の定義方程式をX1X

d
0 + G(X1, . . . , Xn+1) = 0

とできることは同値である. ただし, G(X1, . . . , Xn+1)はX1, · · · , Xn+1

に関する d次斉次多項式である. また, P ∈ V が Galois pointならば,
Gal(K/KP )は d − 1次の巡回群である.

この捕題は,「非特異 d次平面曲線 C ⊂ P
2 (d ≥ 4) の自己同型は P

2

の射影変換から得られる.」(難波 [8], p.372) ということから証明でき
ます. 特異点をもつ超曲面上の点が Galois pointか否か判定すること
は, この事実が成り立たないため, 曲線の場合でさえたいへん難しい問
題となります.
次の定理によって, 非特異超曲面のGalois pointの分布は完全に決定

されています.

Theorem 3 (吉原 [14]). V ⊂ P
n+1を非特異 d次超曲面 (d ≥ 4)とす

る. inner Galois point の数を δ(V )と書くことにする. m = [n/2] (n/2
を越さない最大の整数)と置く.

(1) d = 4のとき, δ(V ) ≤ 4(m + 1). δ(V ) = 4(m + 1)というV は

F = Xm+1X
3
0 + · · · + X2m+1X

3
m + X4

m+1 + · · · + X4
n+1 = 0

で定義される超曲面と射影同値である.
(2) d ≥ 5のとき, δ(V ) ≤ m + 1. δ(V ) = m + 1という V は

F = Xm+1X0
d−1 + · · · + X2m+1Xm

d−1 + G(Xm+1, . . . , Xn+1) = 0
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で定義される超曲面と射影同値である. ここで, Gは Xm+1, · · · ,
Xn+1に関する d次斉次多項式である.

例を計算してみましょう.

Example 1. 非特異 4 次曲線 C ⊂ P
2 の定義方程式を F (X,Y, Z) =

Y Z3 + X4 + Y 4 = 0とする. このとき, Galois pointは (0 : 0 : 1),
(0 : ζ : 1), (0 : ζ3 : 1), (0 : ζ5 : 1)の 4点である. ここで, ζは 1の
原始 6乗根である. 例えば, 点 (0 : 0 : 1)について考察しょう. C の
定義方程式を非斉次座標で書くと, f(x, y) = y + x4 + y4 = 0となる.
πP : C → P

1は点 (0 : 0 : 1)中心の射影だから (x, y) �→ t = y/xという
射である. ここで関数体は K = k(x, y) = k(t)(x), KP = k(t)であり,
K/KP = KP (x)/KP であることに注意する. y = txを定義方程式に代
入すると, f(x, tx) = tx+x4+t4x4 = 0となるので, x3+t/(1+t4) = 0が x
のKP 上の最小多項式であることがわかる. 確かにK/KPは 3次のガロ
ア拡大でそのガロア群Gal(K/KP )は巡回群である. また, Gal(K/KP )
の生成元を σとすると, σから Cの自己同型射 σ∗ : C → Cが得られる.
この σ∗は P

2の射影変換に拡張でき, それは x �→ ζ2x, y �→ ζ2yである
ことがわかる.
他の 3点も同様の方法で Galois pointであることがわかる.

このように非特異超曲面に対するGalois point の分布の問題は完全
に解決してされました. 次は特異点を持つ超曲面の Galois point を考
察しよう, というのは自然な流れといえます.

2. Smooth Galois Points on Normal Surfaces

P
3の斉次座標を (X : Y : Z : W )とし, 非斉次座標を (x, y, z) =

(X/W,Y/W,Z/W )とします. S ⊂ P
3を正規 d次 (d ≥ 4)曲面とし, 点

P ∈ S中心の射影を πP : S · · · → P
2と書くことにします. このとき,

点 P が Sの d重点でなければ, πP は支配的な有理射となり, 体の拡大
k(S)/k(P2)を得ます. この拡大は点 P に依存しますので K = k(S),
KP = k(P2)と書くことにします.

Definition 2 (吉原, 三浦). P ∈ Sに対して, 拡大 K/KP がガロア拡
大のときに点 P を S 上の Galois pointと呼ぶ. さらに, P が非特異
点のとき smooth Galois point と呼び, P が特異点のとき non-smooth
Galois point と呼ぶ.

上で述べましたように, 特異点を持つ平面曲線のGalois pointを研究
することは易しくはありません. しかし, 2次元の正規超曲面に関して
は次がなりたちます.

Lemma 2. S ⊂ P
3を d次正規超曲面, P を S上の点とする. 点 P を

通る超平面切断全体からなる線形系を Cとかく. このとき,
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(1) (Bertiniの定理) Cの一般元Cは, P 以外に特異点を持たない既約
d次曲線である. (Pが Sの非特異点なら, Cは P で非特異.)

(2) Pが SのGalois point であることと, Pが Cの一般元CのGalois
point であるとは同値である. さらに, P が S の Galois point な
らば Gal(S/P

2) = Gal(C/P
1) が成り立つ.

したがって, Galois pointに関する研究において, 特異点を持つ平面
曲線よりも 2次元の正規超曲面のほうが扱い易い対象である, といえ
ます.
このセクションでは smooth Galois point について考察します.

SGP(S)を S 上の smooth Galois point全体の集合とします. S の定
義方程式を F (X,Y, Z,W ) = 0とし, その非斉次化したものを

f(x, y, z) = F (x, y, z, 1) = f0 + f1 + · · · + fd

(fi = fi(x, y, z)は i次斉次成分)とします. 非特異超曲面のGalois point
のときと同様に次の補題により, P ∈ Sが smooth Galois pointか否か
判定するのは容易です.

Lemma 3. P = (0 : 0 : 0 : 1) ∈ Sとし, Sの定義方程式を f(x, y, z) =
f1 + · · ·+ fd = 0 (fiは fの i次斉次成分 )と書く. このとき次の 3つの
主張は同値である.

(1) 点 P が S の smooth Galois point である.
(2) P

2の射影変換が存在して, Sの定義方程式を

ZW d−1 + G(X,Y, Z) = 0

(G(X,Y, Z)は d次斉次多項式 ) とできる.
(3) f1 �= 0, f2/f1 ∈ k[x, y, z] , fi+1 =

(
d−1

i

)
f1( f2

(d−1)f1
)i

(i = 0, 1, · · · , d − 2) が成り立つ. 特に d = 4のときは, f1 �= 0,
f 2

2 = 3f1f3が成り立つ.

この補題の証明は, 非特異超曲面のGalois pointのときと同様に次の
補題によります.

Lemma 4. もし P が S の smooth Galois point ならば, Gal(K/KP )
の元 σより得られる Sの自己双有理写像 σ∗ : S · · · → Sは P

3の射影変
換に拡張される.

§2.1. 正規 4次曲面の smooth Galois point [9]

d = 4のときには, 次の結果が成り立ちます.

Theorem 4. S を 正規 4次曲面とし, SGP(S)が有限集合であると仮
定する. このとき  SGP(S) = 0, 1, 2, 4, 5 or 8. さらに詳しく, 次がわ
かる.

(1)  SGP(S) = 1のとき, 射影変換によって Sの定義方程式を ZW 3 +
G(X,Y, Z) = 0とできる. ここで Gは 4次斉次多項式である.
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(2)  SGP(S) = 2のとき, 射影変換によって Sの定義方程式を
(a) XY 3 + ZW 3 + H(X,Z) = 0 もしくは
(b) ZY 3 + ZW 3 + H(X,Z) = 0.
とできる. ここで, Hは 4次斉次多項式である.

(3)  SGP(S) = 4,のとき,射影変換によってSの定義方程式を ZW 3+
Z4 + H(X,Y ) = 0とできる. ここで, Hは 4次斉次多項式である.

(4)  SGP(S) = 5 なる S は XY 3 +ZW 3 + Z4 = 0で与えられる曲面
と射影同値である.

(5)  SGP(S) = 8 なる S は XY 3 + ZW 3 + X4 + Z4 = 0で与えられ
る曲面と射影同値である.

S が非特異 4次曲面のときは, SGP(S) は有限集合でした. (cf. 吉原
[13]). しかし特異点を持つ 4次曲面 Sで SGP(S) が無限集合になるよ
うなものが存在します.

Theorem 5. Sを正規 4次曲面とし, SGP(S) が無限集合であると仮
定する. このとき S は Galois pointを持つ非特異 4次曲線C上の cone
になる. さらに詳しく次がわかる.

(1) 射影変換によって S の定義方程式を ZW 3 + H(X,Z) = 0 とでき
る. ここで, Hは 4次斉次多項式である.

(2) O を cone S の頂点とし, GP(C) を C 上の Galois pointの集合
とする. このとき, 次がわかる.

SGP(S) =
⋃

P∈GP(C)

l(P,O) − {O }.

ただし, l(P,O) は点 P とOを通る直線である.
(3) SGP(S) ∪ {O } は直線の和集合であり, その直線は高々4本であ
る. さらに, 4 直線よりなるための必要十分条件は S が ZW 3 +
X4 + Z4 = 0 で与えられる曲面と射影同値になることである.

§2.2. 正規 d次曲面 (d ≥ 5)の smooth Galois point

d ≥ 5のときには, 次の結果が成り立ちます.

Theorem 6. S ⊂ P
3 を degree d ≥ 5 の正規曲面とする. そして

SGP(S) は 有限集合と仮定する. このとき  SGP(S) = 0, 1 or 2であ
る. さらに詳しく次がわかる.

(1) もし  SGP(S) = 1 ならば P
3 の射影変換が存在して S の定義方

程式を ZW d−1 + G(X,Y, Z) = 0 (G(X,Y, Z)は d次斉次多項式 )
とできる.

(2) もし  SGP(S) = 2 ならば P
3 の射影変換が存在して S の定義方

程式を
(a) XY d−1 + ZW d−1 + H(X,Z) = 0 もしくは
(b) ZY d−1 + ZW d−1 + H(X,Z) = 0
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とできる. ここでH(X,Z)は d次斉次多項式である.

Theorem 7. S ⊂ P
3 を degree d ≥ 5 の正規曲面とする. そして

SGP(S) は 無限集合と仮定する. このとき, S は Galois point を持つ
d次非特異平面曲線 C 上の cone になる. さらに詳しく次がわかる.

(1) P
3の射影変換によって S の定義方程式を

ZW d−1 + H(X,Z) = 0

とできる.
(2) O を cone S の頂点とし, P を base curve C の Galois pointとす
る. このとき

SGP(S) = l(P,O) − {O }
である. ここで, l(P,O)は点P,Oを通る直線である. (degree d ≥ 5
の非特異平面曲線の Galois point は高々1個しか存在しないこと
に注意.)

3. Galois Points on Normal Quintic Surfaces

次は non-smooth Galois pointについて考察しましょう.

正規 4 次曲面の 2重点と 3重点は non-smooth Galois pointです.
 SGP(S) ≥ 2となる 4次曲面に対して, S の取りうる特異点を決定
することができます. 詳しくは [9]をご覧ください.

5次正規曲面の non-smooth Galois pointに関して次が成り立ちます.
3重点と 4重点は Galois pointですが, 2重点ならば Galois pointにな
るとは限らないことに注意してください.

Theorem 8 (Main Theorem!). S ⊂ P
3 を 5次正規曲面とする. この

とき  SGP = 0, 1, 2,∞である. さらに non-smooth Galois pointに関し
て次がわかる.

(1)  SGP = ∞ のとき, S 上に non-smooth Galois point はない.
(2)  SGP = 2 のとき, mult = 2のGalois pointは存在せず, mult = 3
もしくは 4なる点は高々1個である.

(3)  SGP = 1 のとき, mult = 2の Galois point は高々1個である.
smooth Galois point を P と書く.
(a) mult = 2の Galois pointを持たないとき, S上のmult = 3 も
しくは 4なる点は高々3個である.

(b) mult = 2の Galois pointを 1個持つとき, その点をQとする.
正規 5次曲面の定義方程式は射影変換によって,

ZW 4 + H2Y
3 + H3Y

2 + H4Y + H5 = 0,

と書け, P = (0 : 0 : 0 : 1), Q = (0 : 1 : 0 : 0)である. ここで,
Hi = Hi(X,Z)は i次斉次多項式であり, H2

3 = 3H2H4という
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関係がある. S上のmult = 3 もしくは 4なる点は高々2個で
ある.

Example 2.

ZW 4 + X2Y 3 + 3XZ2Y 2 + 3Z4Y + X2Z3 − 3XZ4 + 3Z5 = 0

で定義される 5次曲面の Galois point は 4点あり, (0 : 0 : 0 : 1) は
smooth Gapois point, (0 : 1 : 0 : 0) は mult = 2の Galois point,
(1 : 0 : 0 : 0)と (1 : −1 : 1 : 0)は 3重点である.

上の定理は Lemma 2と次の命題を使って証明できます.

Proposition 1 ([11]). C を 特異点をただ一つだけ持つ平面 5次曲線
で, その種数を g(C) (= 0, 1, 2, 3, 4, 5)とする. その特異点を P と書き,
2重点であると仮定する. このとき P について次がわかる.

(1) もし g(C) = 0 もしくは 3ならば P は Galois pointではない.
(2) もし g(C) = 1ならば P が Galois pointであるための必要十分条
件は C が次の式で定義される曲線と射影同値になることである:

y2 − 6xy (x + 2y) + 3x
(
3x3 + 12x2y + 10xy2 − 3y3

)

+ 3xy
(
6x3 + 21x2y + 19xy2 + y3

)
= 0. (C1)

(3) もし g(C) = 2ならば P が Galois pointであるための必要十分条
件は C が次の式で定義される曲線と射影同値になることである:

y2 − 54c4 (1 + c) xy (x + y)

+ 243c6(1 + c)2x (x + y)
(
(1 + c) y2 + 3c2x (x + y)

)

− 729c8(1 + c)4xy (x + y)
(
− (1 + c) y2 + 9c2x (x + y)

)
= 0, (C2)

ここで c ∈ k, c �= 0,−1 である.
(4) If g(C) = 4, ならば P が Galois point であるための必要十分条
件は C が次の式で定義される曲線と射影同値になることである:

y2 + h5(x, y) = 0 もしくは (C3)

y2 + 3x2y + 3x4 + h5(x, y) = 0, (C4)

ここで h5(x, y) は 5次斉次多項式である.
(5) If g(C) = 5, ならば P が Galois point であるための必要十分条
件は C が次の式で定義される曲線と射影同値になることである:

xy + h5(x, y) = 0, (C5)

ここで h5(x, y) は 5次斉次多項式である.

Problem 1. S ⊂ P
3を正規 5次曲面とする.  SGP = 0と仮定する. こ

のとき, 重複度 2の Galois point の簡単な判定法を見つけ, それを用い
てGalois pointがどのように分布しているか調べよ.
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